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VORWORT. 


Seit.dem Zeitpunkt des Erscheinens der ersten Auflage des vorliegenden 
Buches vergingen mehr als zehn Jahre. In dieser Zeit erfolgte sowohl eine 
allseitige Entwicklung der Funktionalanalysis als auch ein intensives Eindringen 
der Ideen und Methoden der Funktionalanalysis in die verschiedenen Teil- 
gebiete der Mathematik und nicht nur der Mathematik. Der Funktionalanalysis 

“ beginnt man sich auf breitester Grundlage in der Mechanik und in den Ingenieur- 
wissenschaften zu bedienen, gar nicht zu reden von der Physik, die eine der 
ersten war, die sich funktionalanalytische Begriffe und Methoden in ihren 
theoretischen Untersuchungen zu eigen machte. Deshalb besteht keine Not- 
wendigkeit, die Bedeutung der Funktionalanalysis und an Platz im System 
der mathematischen Disziplinen zu erläutern. 

Die Entwicklung der Funktionalanalysis und das wachsende Interesse an 
ihr seitens der Mathematiker, Physiker und Mechaniker hatte das Erscheinen 

- einer Reihe vortrefflicher Lehrbücher und Monographien, die der allgemeinen 
Funktionalanalysis gewidmet waren, zur Folge. Hinreichend bekannt sind 
die Bücher von L. W. Kınwtorowıtsca und G. P. Axtrow [14], A. N. Kormo- 
GOROW und S. W. Fomm [16], W. I. Smmrnow [33], B. S. WeurıcH [39], 
N. I. AcHızser und I. M. GLAsmann [2], F. Rıesz und B. Sz. Nacy [31], 
N. DunrorD und J. T. Schwartz [6] u.a. Wir haben jedoch den Eindruck, 
daß die vorliegende zweite Auflage dieses Buches die bekannten Lehrbücher 
und Monographien nicht kopiert. In der zweiten Auflage wurde im Grunde der 
elementare Charakter der Darlegung beibehalten, und deshalb scheint uns 
unser Buch im Vergleich zu anderen Büchern für einen Anfänger geeigneter zu 
sein. 

Im Vergleich mit der ersten Auflage des Buches ist die zweite umgestaltet 
worden. Gestrichen ist eine Reihe von Fragen, die dem Umfang nach unerheblich 
sind und meistens entweder etwas aus dem Rahmen der allgemeinen Darstel- 
lung herausfallen oder nur illustrierenden Charakter tragen, hinzugekommen 
ist zur Genüge neues Material. Die bedeutendsten Ergänzungen sind die SoBo- 
ıEwschen Räume und ihre Einbettungssätze, die Theorie von RIESZ-SCHAUDER 
für lineare Operatorgleichungen mit vollstetigen Operatoren in beliebigen 
BanAcH-Räumen, das Fixpunktprinzip von J. SCHAUDER und die Grundlage 
der Spektraltheorie unbeschränkter linearer Operatoren im Hınserr-Raum. 
Demgegenüber werden wie in der ersten Auflage solche wichtigen Teilgebiete der 
Funktionalanalysis wie topologische lineare Räume, normierte Algebren, Dar- 
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stellungstheorie, teilweise geordnete Räume, verallgemeinerte Funktionen und 
ihre Anwendungen u.a. nicht entwickelt oder behandelt. Die Autoren gehen 
von dem bekannten Prinzip von K. PRuUTkow über die Unmöglichkeit, Unermeß- 
liches zu erfassen, aus und verweisen den an den genannten Problemen inter- 
essierten Leser auf andere Monographien. 

Während der Vorbereitung der zweiten Auflage unseres Buches benutzten 
wir eine Reihe von Lehrbüchern und Monographien der Funktionalanalysis. 
In erster Linie waren es die Bücher von L. W. KantorowmsscH und G.P. 
Axıtow, W.I. Smiswow, F. Rırsz und $z. Nagy. Bei der Wiedergabe der 
Spektraltheorie linearer Operatoren im Hınzerr-Raum folgten wir im Prinzip 
den Plänen und Ideen von A. I. PLessner [27, 28], der ein heftiger Verfechter 
der Spektraltheorie linearer Operatoren, ja der Funktionalanalysis überhaupt, 
in den Jahren war, als eine breite Entwicklung dieses Teilgebietes der Mathe- 
matik in der Sowjetunion einsetzte. 

Das Manuskript des Buches lasen A.1. Parow, D.A. Raskow und J.B. 
Rurızkıs, die viele wertvolle Bemerkungen anbrachten. Eine Reihe von ihnen 
vorgeschlagener Verbesserungen der Darstellung wurden in dem Buch benutzt, 
und wir sprechen ihnen unseren aufrichtigen Dank aus, 


Die Autoren 
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EINFÜHRUNG 


Leraligomeineringen von Grundbegrifien aus Aue Geometrie und En 


Zu Beginn dieses Jahrhunderts entwickelte sich eine neue Disziplin der Sr 
lysis, die sogenannte Funktionalanalysis. 

Die fundamentalen Begriffe und Methoden der Funktionalanalysis Sittenden 
allmählich in den ältesten Gebieten der Analysis: in der Variationsrechnung, 
in der Theorie der Differentialgleichungen, in der Approximationstheorie von 
Funktionen, in der Ber uechen Analysis und besonders in der Theorie. der 
Integralgleichungen. 

Das Wesen der Hanklerelenklyeis besteht darin, daß Begriffe und Methoden 
der elementaren Analysis sowie benachbarter Gebiete der Algebra und Geo- 
metrie auf allgemeinere Objekte übertragen werden. Weitgehend werden geo- 
metrische und algebraische Gedankenvorgänge verwendet. Eine derartige Ver- 
allgemeinerung erlaubt es, von einem einheitlichen Gesichtspunkt an Fragen 
heranzugehen, die früher in den speziellen analytischen Disziplinen isoliert 
betrachtet wurden. Ferner lassen sich Zusammenhänge zwischen entfernten 
mathematischen Theorien herstellen und dadurch wird die Entdeckung neuer 
mathematischer Erkenntnisse ermöglicht. Um sich von der Richtigkeit dieser 
Behauptung zu überzeugen, genügt es, auf gewisse Existenzsätze bei Differen- 
tial- und Integralgleichungen usw. zu verweisen, die in den letzten J er mit 
Hilfe der Funktionalanalysis gefunden wurden. 

Diese Verallgemeinerungen wurden möglich, da sich im Verlauf der Entwick- 
lung die Grundbegriffe der Analysis als sehr allgemein erwiesen. Dabei fanden. 
diese Begriffe und Methoden oft Analoga in Algebra und Geometrie. So wird 
durch sukzessive Approximation die Lösung verschiedener Aufgaben aus 
Algebra und Analysis gefunden. Ferner sind die Definitionen eines Funktionals, 
eines Extremums des Funktionals und die Bedingungen für die Existenz eines 
Extremums in der Variationsrechnung völlig analog den Definitionen einer 
Funktion (von einer oder mehreren Veränderlichen), eines Extremums der 
Funktion und den Existenzbedingungen soleh eines Extremums in der Diffe- 
rentialrechnung. 

Allgemein bekannt sind die Kazlogien len in linearen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen und den linearen Differenzengleichungen einerseits und 
den linearen algebraischen Gleichungssystemen andererseits. Noch besser treten 
diese Analogien in der historisch später entstandenen Theorie der ie 
gleichungen zutage. 

Parallel zur Analysis wurde im 19. Jahrhundert auch die :Geometrie kaalle 
gemeinert. Den Anstoß gab die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie 
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dureh N.I. LoBATscHkwsKIs. Die Schaffung der n-dimensionalen Geometrie 
erlaubt es, Funktionen von mehreren Veränderlichen geometrisch zu deuten. 
Gleichzeitig wurden neue Beziehungen zwischen Analysis und Geometrie auf- 
gedeckt. Diese Verknüpfungen zwischen Geometrie und Analysis erforderten 
neue Erweiterungen der geometrischen Begriffe. Hier einige Beispiele. Die Menge 
aller Lösungen einer linearen homogenen gewöhnlichen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung ist isomorph dem n-dimensionalen Vektorraum. Für die Menge 
der Lösungen einer linearen homogenen partiellen Differentialgleichung ist das 
geometrische Analogon der unendlich dimensionale Vektorraum. Ein bemerkens- 
wertes Beispiel einer weitgehenden Analogie zwischen Analysis und Geometrie 
stellt die Entwicklung von Funktionen nach Elementen von Orthogonalsystemen. 
dar. Diese Systeme ähneln den Orthogonalsystemen von Vektoren des Euklidi- 
schen Raumes. Diese Analogie wird durch die Bezeichnung unterstrichen. Der 
Zerlegung eines Vektors in Komponenten entspricht die Zerlegung einer Funk- 
tion in eine FourIEr-Reihe, dem Satz des PyTHaGoras, dieVollständigkeitsrela- 
tion usw. Die geometrische Darstellung eines unendlichen Orthogonalsystems 
von Funktionen erfordert den unendlich dimensionalen Euklidischen Raum. 

Mit der Entwicklung der Analysis und der Geometrie nahm nicht nur die 
Zahl der Analogien zwischen den Begriffen verschiedener Gebiete der Analysis 
sowie zwischen denen der Analysis und der Geometrie zu, sondern es stellte 
sich heraus, daß die Analogien in den entwickelten Theorien Folgerungen der 
Verwandtschaft der ihnen zugrunde liegenden Begriffe sind. Solche Begriffe 
sind: Funktion, Grenzübergang, Approximation, Abstand. Sie werden explizit 
oder implizit in verschiedenen Formen in den Theorien benutzt. 

Für die Funktionalanalysis ist nicht nur die Verallgemeinerung, sondern auch 
die Geometrisierung von Grundbegriffen und Methoden der klassischen Analysis 
charakteristisch. Funktionen mit bestimmten Eigenschaften betrachtet man als 
Elemente von ‚„Funktionenräumen“. Wie wir schon früher erwähnten, er- 
fordern solche Betrachtungen Erweiterungen der Begriffe — wie z. B. unendlich 
dimensionaler Raum, metrischer Raum usw. Dies führt dann zum ‚abstrak- 
ten Raum“, der sowohl die geometrischen als auch die Funktionenräume um- 
faßt. 

Die abstrakten Räume gestatten es, Fragen der Analysis geometrisch zu be- 
handeln. Eine solche geometrische Darstellung analytischer Theorien ist in der 
mathematischen Literatur, aber auch in Physik und Mechanik weit verbreitet. 
Vieles wurde dabei durch Analogien zur n-dimensionalen Geometrie erraten. 
Die Beweise mancher Sätze erhielt man auf geometrischem Wege. So wurde in 
der Analysis eine neue geometrische Methode gewonnen. 

Im 19. Jahrhundert verlief gleichzeitig mit der Verallgemeinerung geometri- 
scher Begriffe die der algebraischen.. Einerseits wurden Zahlenoperationen auf 
Objekte allgemeinerer Natur (Matrizen, Operatoren usw.) übertragen. Die 
Begriffe Gruppe, Ring, Körper usw. entstanden und wurden in verschiedenen 
Gebieten der Mathematik eingeführt. Im Zusammenhang mit der Anwendung 
algebraischer Begriffe in der Analysis beginnt man, algebraische Konstruktionen 
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zu betrachten, die den Grenzübergang enthalten. Andererseits wird in größter 
Breite der Fakt ausgenutzt, daß Operationen der Analysis Grenzbildungen alge- 
braischer Operationen darstellen. So spielt die Verallgemeinerung algebraischer 
Begriffe in der Funktionalanalysis dieselbe Rolle wie die entsprechenden ele- 
mentaren Teile der Algebra in der gewöhnlichen klassischen Analysis. 

So entspricht der linearen Algebra die Theorie der linearen Operatoren, der ein 
großer Teil dieses Buches gewidmet ist. 

Ein wesentliches Verfahren der Analysis — die Approximation nichtlinearer 
Objekte durch lineare — wird. auch auf die Funktionalanalysis übertragen 
(siehe Kap. VIII). Dem Übergang von Polynomen mit Zahlargument zu belie- 
bigen Funktionen entspricht der Übergang von „Polynomen auf Ringen“ 
(Matrizenringen, Operatoren usw.) zu beliebigen Funktionen dieser Argumente. 
Darauf gründen sich wichtige Disziplinen, wie z. B. die Matrizen-, die Operato- 
renrechnung und die Spektraltheorie linearer Operatoren (siehe Kap. VII). 

Obwohl sich die Funktionalanalysis zu einer großen selbständigen mathe- 
matischen Disziplin entwickelt hat, fährt sie auch heute noch £ort, die Methoden 
anderer, schon neuerer mathematischer Disziplinen aufzunehmen und zu verall- 
gemeinern. Es genügt, die in den letzten Jahren intensiv entwickelte Theorie 
der linearen topologischen Räume, die Theorie der Darstellung von Gruppen 
und einige andere moderne Teilgebiete der Funktionalanalysis zu nennen. 


KAPITELI 


METRISCHE RÄUME 
$1. Funktionen (Operatoren). Räume. Ordnungen 


Ein fundamentaler . Begrift der Analysis ist der der Funktion. Man definiert 
ihn folgendermaßen: X und Y seien zwei Mengen reeller Zahlen. Wenn jeder 
Zahl x aus X nach einer Vorschrift eindeutig eine Zahl y aus Y zugeordnet 
ist, so sagt man, daß auf der Menge X eine eindeutige Funktion y = f(x) defi- 
niert sei, deren Weriebereich in der Menge Y’liegt. Die Menge X heißt DERNINONE 
bereich der Funktion.. 

"Wie man leicht sieht, ist es für das Wesen der funktionalen Zuordnung nicht 
notwendig, daß X und Y Mengen von reellen Zahlen sind. Wenn man unter X 
und Y beliebige Mengen versteht, gelangt man zu einem weit allgemeineren 
Funktionsbegriff. Beispiele gibt es in verschiedenen Zweigen der Analysis. 


Beispiele. 1. Es sei y= fü, % - > 27) eine reelle Funktion von r reellen. Veränder- 
lichen. Dann ist X eine Menge von n-Tupeln reeller Zahlen, Y eine Menge reeller Zahlen. 


2. Es sei y =f(z) eine Vektorfunktion, die den reellen Zahlen x n-dimensionale Vek- 
toren zuordnet. ‘Hier ist X eine Menge reeller Zahlen, Y eine Menge n-dimensionaler 
Vektoren. 


3. In der Variationsrechnung betrachtet man die Funktionale 
b ; 
I)=/SF@y y) de, 
07 


wobei y eine durch eine Gleichung y = f(x) gegebene Kurve ist, die erstens der Klasse C/ 
derjenigen Funktionen angehört, die eine stetige Ableitung besitzen, und die zweitens 
durch zwei gegebene Punkte A(a, y,) und B(b, y,) geht. In diesem:Fall ist X die Menge 
der Kurven mit den angegebenen Eigenschaften, und Y ist eine Menge reeller Zahlen. 


»#: In der Theorie.der Integralgleichungen betrachtet man Ausdrücke der Form 
b 
Y(s) = SE i) z{) di. 


Man setzt voraus, daß der Kern K(s, t) definiert und stetig im Quadrat «<s<shb,astsb 
ist. Dann kann man obige Gleichung als eine Vorschrift betrachten, durch die jeder auf 
[a, 5] stetigen Funktion x(s) eine andere Funktion zugeordnet ist, die auf Ben 
Intervall stetig ist. Hier sind X und Y Mengen stetiger Funktionen. 


Wir führen jetzt eine allgemeine Definition der Zuordnung ein. 

Es seien zwei beliebige Mengen X und Y gegeben und eine Vorschrift, durch 
die jedem Element x e X ein eindeutig bestimmtes Element y e Y zugeordnet 
ist. Dann sagen wir, es sei eine abstrakte Funktion (oder ein Operator) y = f(x) 
oder y = fx gegeben, die auf der Menge X definiert ist und deren Wertebereich 
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in der Menge Y gelegen ist.!) Ein auf X mit dem Wertebereich Y definierter 
Operator heißt auch Abbildung der Menge X in die Menge Y. Sind speziell die 
Werte des Operators reelle Zahlen, so heißt der Operator ein Funktional. 

Das Element ye Y, das bei der Abbildung y = f(x) dem Element x e X ent- 
spricht, heißt Bild des Elementes x, und x heißt Urbild des Elementes yeY. 

Wenn die Abbildung y= f(x) X auf Y überführt, dann existiert zu jedem 
Element ye Y mindestens ein Urbild x. Besitzt jedes ye Y nur ein Urbild 
x € X, so heißt die durch y = f(x) erzeugte Abbildung von X auf Y eineindeutig. 

Über die Eigenschaften dieser so allgemein definierten Operatoren ist fast 
niehts zu sagen. Wir machen jetzt einige zusätzliche Voraussetzungen. 

Zusammen mit dem Funktionsbegriff erscheint ein anderer wichtiger Begriff 
der Analysis, der Grenzwert und im Zusammenhang damit die Stetigkeit. 
Eine Menge, in der irgendein Grenzwert einer Folge definiert ist, heißt ein ab- 
strakter Raum. Abstrakte Räume, deren Elemente Funktionen oder Zahlen- 
folgen sind, heißen Funktionenräume. Das Studium gewisser Klassen von 
Operatoren, die in Funktionenräumen definiert sind, ist der wesentliche Inhalt 
der Funktionalanalysis. 

Wir gehen auf einige Begriffe ein, die in der Funktionalanalysis benutzt 
werden. 

In der a X irgendwelcher Objekte sei für bestimmte Paare von Ble- 
menten q, b,c,... dieser Menge eine Relation 


a<b 
eingeführt. Diese Relation genüge folgenden Bedingungen: 


1. ausa<bunddb <cefoltta<c; 
2.0 <a; 
3. ausa <bundb<afolgta=b. 


Dann heißt die Menge X teilweise geordnet, und Elemente a und b, für die die 
Relation a < b oder b <a gilt, heißen vergleichbar. 

Die Menge X heißt geordnet (oder linear geordnet), wenn für zwei verschiedene, 
aber sonst beliebige Elemente a und 5b entweder a < b oder b <a ist. 

Eine Teilmenge Y einer teilweise geordneten Menge heißt nach oben beschränkt, 
wenn ein Element 5 existiert mit y < 5b für alle ye Y. Das Element 5 nennt 
man eine obere Schranke der Menge Y. Die kleinste aller oberen Schranken 
heißt die obere Grenze der Menge. 

Analog werden eine nach unten beschränkte Menge, eine untere Schranke und 
die untere Grenze einer Menge festgelegt. 

Schließlich heißt das Element z, € X maximal, wenn in X kein Element 
x + z, existiert, das der Relation 2, < x genügt. 

Es gilt das folgende, äußerst wichtige 


1) Wir vereinbaren, von einem Sachverhalt zu sagen, daß er „auf einer Menge“ bzw. 
„in einer Menge“ erfüllt ist, wenn er für alle Elemente dieser Menge bzw. möglicherweise 
nicht für alle Elemente der Menge gilt. 
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ZorNsche Lemma. Wenn in einer teilweise geordneten Menge X für jede 
geordnete Teilmenge Y die obere Grenze existiert, dann gibt es in X ein maximales 
Element 2,. 

Eine geordnete Menge heißt wohlgeordnet, wenn jede beliebige nichtleere 
Teilmenge von ihr ein minimales Element besitzt, d.h. ein allen Elementen 
der Teilmenge vorangehendes erstes Element. 

Der Satz von Zurmeno. Jede Menge kann durch Einführung einer Ord- 
nungsrelation wohlgeordnet werden. 

Der Beweis des Satzes von ZERMELO stützt sich auf das sogenannte ZERME- 
zosche Auswahlaxiom, das besagt, daß zu einem beliebigen System nicht- 

leerer disjunkter Mengen eine Menge existiert, die mit jeder Menge des Systems 
genau ein Element gemeinsam hat. 

Man kann zeigen, daß das Zornsche Lemma, das ZERMELosche Axiom und 
der Satz von ZERMELO einander äquivalente Aussagen sind. 

Ausführlicheres hierüber s. [5] und [24]. 


Beispiel. M sei eine nichtleere Menge und T = {f} die Gesamtheit ihrer Teilmengen t. 
Wir schreiben t, < t,, wenn t, Ct, ist. Die so eingeführte Ordnungsrelation genügt den oben 
erwähnten drei Bedingungen. Wenn die Menge M mehr als zwei Elemente enthält, so 
wird die Menge T dadurch nicht geordnet (und noch weniger wohlgeordnet). 

Ist 8 eine beliebige Teilmenge von T', so ist sie nach oben beschränkt, und ihre obere 
Grenze ist die Menge 


s= lt. 


tes 


In 7 existiert ein maximales Element, und zwar ist das die Menge M selbst als Teilmenge 
betrachtet, und das Zornsche Lemma ist in diesem Falle offensichtlich. Der Satz von 
ZERMELO behauptet jedoch, daß 7 durch Einführung einer anderen Ordnungsrelation 
wohlgeordnet werden kann, doch wie das zu erfolgen hat, läßt die Theorie offen, da der 
Beweis nichtkonstruktiv ist. . 


$ 2. Metrische Räume 


In der Analysis gibt es mehrere Konvergenzbegriffe. In gewissen Fällen 
werden für ein und dieselbe Folge im Zusammenhang mit verschiedenen Auf- 
gaben verschiedene Grenzbegriffe eingeführt. Vor allem hat man den Limes- 
begriff bei Folgen von reellen Zahlen. Dieser Begriff läßt sich unmittelbar auf 
Folgen komplexer Zahlen und n-dimensionaler Vektoren verallgemeinern. Für 
eine Funktionenfolge kennt man eine Reihe von Konvergenzbegriffen: gewöhn- 
lich (nicht gleichmäßig), gleichmäßig, fast überall konvergent usw. 

Alle diese Konvergenzbegriffe haben gemeinsam, daß die Konvergenz einer 
Folge von Elementen x, (die Zahlen, Vektoren. oder Funktionen sein können) 
gegen ein Element x eine unbeschränkte ‚Annäherung‘ von x, an x bedeutet, 
d.h. eine unbeschränkte Verringerung des ‚„Abstandes‘“ zwischen diesen 
Elementen bei wachsendem n. Je nachdem, wie wir den Abstand zwischen den 
Elementen x, und x verstehen, erhalten wir verschiedene Definitionen des 
Grenzwertes. Daher erscheint es notwendig, eine allgemeine Definition des 
Abstandes zwischen den Elementen zu geben, die die betrachteten speziellen 
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Fälle umfaßt, und dann mit Hilfe dieses Abstandes in der Menge den Begriff 
des Grenzüberganges einzuführen. Diese Menge wird dann zu einem abstrakten 
Raum. 


Definition. Eine Menge X heißt metrischer Raum, wenn jedem Elementpaar 
x, y dieser Menge eine nichtnegative reelle Zahl gx(x, y) zugeordnet ist, die, 
folgenden Bedingungen genügt: 


1. 0x(&,y) = 0 genau dann, weınz=y (Identität). 
2 0x(®, Y) = 0x(y, ®) (Symmetrie). 
"3. 0x Y) + 0x2) Qx(®, 2) (Dreiecksungleichung). 


Die Zahl ox(x, y) heißt Abstand zwischen den Elementen x und y, und die 
obigen drei Bedingungen nennt man metrische Axiome. Offensichtlich bringen die 
Axiome der Metrik die fundamentalen Eigenschaften des Abstandes zwischen 
den Punkten des dreidimensionalen Euklidischen Raumes zum Ausdruck. 

Wenn im weiteren festliegt, welcher metrische Raum vorliegt, so wollen wir 
anstelle 0x(x, y) einfach o(x, y) schreiben. 

“ Die Elemente eines metrischen Raumes werden auch Punkte genannt. 

Schließlich bemerken wir, daß jede in einem metrischen Raum X liegende 
Menge Y, für die derselbe Abstand zwischen ihren Elementen eingeführt wurde 
‚wie in X, selbst einen metrischen Raum bildet und Teilraum von X genannt 
wird. 

Der. Grenzwert. Ein Element x eines metrischen Raumes .M heißt Grenzwert 
einer Folge von Elementen 2,23. . :, %, «.. aus M, wenn gilt o(an; a: —o0 für 
%—> 00. In diesem Fall schreiben wir «, — x oder En 


Für konvergente Punktfolgen eines metrischen Raumes kann man einige 
Sätze beweisen. 


„Satz 1. Wenn eine Punktfolge {x„} eines meirischen Raumes X gegen einen 
Punkt x e.X konvergiert,. so BOREIER, auch jede Teilfolge {x,,} der BR: {) 
gegen denselben Punkt. 


Der Beweis ist trivial. 


Satz 2. Eine Punktfolge {x,} eines metrischen Raumes kann höchstens. gegen 
einen Grenzwert konvergieren. 
Es konvergiere x, — x und ©,— y. Dann ist für jedes e > 0 


oe, y) Sol, m) + Ola Y) <E 
für hinreichend große n. Da x und y fest sind und & eine beliebige positive Zahl 


ist, so ist die Ungleichung nur richtig, falls o(&, y) = 0, d.h. x = y ist. 


Satz 3. Wenn eine Punktfolge {x,} aus X gegen einen Punkt x € X konvergiert, 
so0.ist sie in folgendem Sinne beschränkt: Für jeden festen Punkt 0 des ‚Raumes ist 
die Menge der Zahlen o(x,, 0) beschränkt. 
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‘Nach der Dreiecksungleichung gilt für jedes n o(z,, 0) < 0(&,, 2) + ol, 6) 
<L-+o(«,0)=K, da {o(@,,x)} alskonvergente Zahlenfolge beschränkt ist, 
und somit die Zahlen o(x,, x) nicht größer sind als eine Konstante L. 

Als Kugel (abgeschlossene Kugel) mit dem Mittelpunkt a und dem Radius r 
bezeichnen wir die Menge aller Punkte x des Raumes X, die der Ungleichung 
o(z,a) <r bzw. o(x,a) < r genügen. Diese Kugel werden wir mit S{a, r) bzw. 
'S(a, r) bezeichnen. 

Ferner verstehen wir unter einer Umgebung eines Punktes x jede Kugel mit x 
als Mittelpunkt. Dann sieht man leicht, daß & Grenzwert einer Folge (x, } genau 
dann ist, wenn jede Umgebung des Punktes x von einer gewissen Nummer an alle 
Punkte der betrachteten Folge enthält. Eine Menge, die innerhalb einer Kugel 
gelegen ist, heißt beschränkt. 

‘ Manchmal ist in einem Raum direkt der Begriff des Grenzwertes einer Folge 
von Elementen gegeben. Wenn in diesem Raum eine Metrik so eingeführt werden 
kann, daß sich der von ihr bestimmte Grenzwertbegriff mit dem schon vorliegen- 
den deckt, so nennt man den gegebenen Raum metrisierbar. 

Die abgeschlossene Hülle. In allgemeinen metrischen Räumen kann man viele 
Begriffe einführen, denen wir in der Theorie der linearen Punktmengen begegnet 
sind. Wenn eine Menge M = X gegeben ist, dann heißt ein Punkt 0eX 
Häufungspunki dieser Menge, wenn jede Umgebung des Punktes « mindestens 
einen Punkt der Menge M — a enthält, d.h., wenn S(a,r)N(M —a) = © 
für jedes r ist. Die Menge, die man erhält, wenn man zu M alle ihre Häufungs- _ 
punkte hinzunimmt, heißt abgeschlossene Hülle der Menge M, und man bezeichnet 
sie mit M. 

Leicht stellt man folgende grundlegenden Eigenschaften dieses Abschließungs- 
prozesses von Punktmengen eines metrischen Raumes fest: 


1.MUN=MUN. 


2. MM. 
3. M=M. 
4.0=6. 


Eine Menge M heißt abgeschlossen, wenn M = M ist. Eine Menge M. ist 
offen, wenn ihre Komplementärmenge X — .M abgeschlossen ist. Eine Menge M 
nennt man dicht in einer offenen Menge @G, wenn GC M. Speziell heißt M 
überall dicht in einem Raum X oder einfach überall dicht, wenn M=X ist. 
Schließlich ist M nirgends dicht in einem Raum X, wenn jede Kugel dieses 
Raumes eine Kugel enthält, die frei ist von Punkten der Menge M. 

Eine ausführliche Darlegung der Eigenschaften abgeschlossener und offener 
Mengen in metrischen Räumen findet sich in [3]. 

Stetige Funktionen. X und Y seien zwei gegebene metrische Räume und 
y = f(«) eine auf einer Menge M des Raumes X definierte Funktion, deren Werte 
im Raum Y liegen. Die Funktion f(x) heißt sietig im Punkt x, e M, wenn für 


2 Lijusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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jedes & > 0 ein ö > 0 existiert, so daß oy(f(®), f{x,)) <e für jeden Punktxe M 
ist, der der Ungleichung oz(x, x,) <_ ö genügt. 
Aus der Definition der Stetigkeit von f(x) folgt: Geht 


Ha CM); 


so strebt 
| Fan) > Fa) - 
Es gilt die Umkehrung: Strebt 
fan) > Sta) 


für eine beliebige, gegen x, € M konvergierende Folge {2,}< M, so ist die 
Funktion f(x) stetig im Punkt x,. Der Beweis der Behauptung verläuft genauso 
wie bei den reellen Funktionen einer reellen Veränderlichen. 

Homöomorphismus. X und Y seien zwei gegebene metrische Räume, und 
es existiere eine umkehrbare eindeutige Abbildung des Raumes X auf Y. Ist 
diese Abbildung in beiden Riehtungen stetig, so heißen die Räume X. und Y 
homöomorph. 


$ 3. Beispiele von metrischen Räumen 


Die Zahlengerade. Sei X = R, wobei R die Menge aller reellen Zahlen ist (Zahlengerade). 
Sind ze R,yeR, so setzen wir o(z, y) = |e — y|. Es gelten die metrischen Axiome. Die 
Konvergenz in X ist die übliche Konvergenz einer Zahlenfolge. 

Der Euklidische Raum. X sei ein arithmetischer r- dimensionaler Raum, d.h. die Menge 
aller »-Tupel von reellen Zahlen. Sind x = {&,..,&} undy= Ns: --:Nn} Elemente 
aus X, so setzen wir 


olw, y) = V& &-m). 


ee sind die en der Metrik erfüllt. 
Es sei = (&b, eb, EM, k=1,2,..., und e(a,2,) —0, 


2 (9 _ 8,2 — 0 für k— om. 


Das ist En Bedingung &P > &,i=1,2,...,n, für k — co gleichwertig. 

Also ist die Konvergenz in dem betrachteten Raum die koordinatenweise Konvergenz. 

Ein Raum X mit dieser Metrik heißt »- -dimensionaler euklidischer Raum. Wir bezeichnen 
ihn mit E,. 

Der Raum der stetigen Funktionen mit 'TSCHEBYSCHEW-Metrik. Es sei X die Menge 
aller stetigen Funktionen, die auf dem Intervall [0, 1] definiert sind. 

Wir führen in X eine Metrik ein, indem wir e(x, y) = max |x(t) — y(f)| setzen. Man 

0<1<i 


sieht, daß die metrischen Axiome erfüllt sind. Denn es ist o(x, y) > 0 und o(x, y) = 0 
genau dann, wenn x(f) = y(t). Ebenso erkennt man, daß o(x, y) = e(y, «) ist. Ferner gilt 
für jedes te [0,1]: 
Ist) — tt) = Ile) — Ye] + a) — U] 
let) — ya)l + We) — =] 
= e- let) — YO + oe Ist) — ={)] 


= ol, y) + ey 2). 
Daher ist o(, 2) = max |x{t) — (| = o(&, y) + ey; 2). 
ji 
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Die Menge der stetigen Funktionen, die auf dem Intervall [0, 1] mit der obigen Metrik 
definiert sind, heißt Raum der stetigen Funktionen. Man schreibt dafür C[0, 1]. Wir werden 
auch Raum der stetigen Funktionen mit TSCHEBYSCHEW-Metrik sagen. 

Wir betrachten die Konvergenz im Raum C[0,1]. Es sei eine Folge {x,„(f)} von Ele- 
menten aus C[0, 1] gegeben, die gegen x(t) konvergiert (d.h. ö(&,, x) >0 für n— »). 
Dies besagt, daß max |x{t) — z,(t)| > 0 für n— w, d.h, zu jedem & > 0 gibt es eine 

t 


natürliche Zahl n, = n,(e), sa, daB max |x(t) — 2,{t)| < e ist für alle a» < ngle). Folglich 
t 


ist |w(6) — zylt)| <e für alle n<ny(e) und für jedes Z€e [0,1]. Das heißt aber, daß die 
Folge {x,(6)} gleichmäßig gegen die Funktion x(t) konvergiert. Wie man leicht sieht, gilt 
auch die Umkehrung: Wenn eine Folge {x„(6)} gleichmäßig gegen x{(t) konvergiert, so ist 
0x, &) > 0. Also ist die Konvergenz im Raum C[0, 1] die gleichmäßige Konvergenz auf 
dem Intervall [0, 1]. 

Der Raum der beschränkten Zahlenfelgen. Es sei X der Raum der beschränkten Zahlen- 


folgen 
LA EtZPE TERuTE En Eine 


Dies bedeutet, daß es zu jedem x eine Konstante K, gibt, so daß J&;| < K, ist für alle i. 
Sind x = {&} undy= {n} aus dem Raum X, so führen wir den Abstand 


el, y) = sup & — mil 


ein. 
Eine Nachprüfung verlangt nur die Dreiecksungleichung. Es gilt 


&-Hls&s-nl+ m - sp — nl +supm-Sl=oiy) to 2). 
% t 
Folglich ist auch 


sup 16; — &| = o(@, 2) Sela,y) +0 2). 


Der so erhaltene Raum ist der Raum m der beschränkten Zahlenfolgen. 
%, und = seien Elemente aus m, 2, = {£{}, 2 —= {&} und e(x„, 2) > 0 fürn — oo. Dies 
besagt, daß es zu jedem & > 0 einen Index. n,(e) gibt, so daß 


2) =sup EP — Hi<e für n>nde) 
i 


ist. Daraus folgt 
EP &<e 
für n > n,(e) und jedes i. 
Wie man leicht sieht, gilt auch umgekehrt: Falls |E® — &,| <e ist für n > n,(e) und 
alle i, so ist o(&,, 2) > 0 fürn — oo. Folglich ist die Konvergenz im Raum m die bezüglich 
der Indizes gleichmäßige koordinatenweise Konvergenz. 


Der Raum der konvergenten Zahlenfolgen. Es sei X die Menge der konvergenten Zahlen- 


folgen 


lim & = & 
i 


‚wobei 


existiert. Ist 
=), y=lm, weX, yeY, 
so setzen wir 


ey) supi —nl. 
t 


Der Raum c der konvergenten Zahlenfolgen ist ein Teilraum des Raumes m der be- 
schränkten Zahlenfolgen. 


3% 


12 : KapitelI. Metrische Räume 


Daraus folgt, daß die metrischen Axiome in c erfüllt sind und daß die Konvergenz 
in c die bezüglich der. Indizes gleichmäßige koordinatenweise Konvergenz ist. 


Der. Raum der beschränkten reellen Funktionen. Wir betrachten die Menge aller im 
Intervall [0,1] gegebenen beschränkten Funktionen x(t) der reellen Veränderlichen t. 
Wir führen eine Metrik ein und setzen 


ei, y) = ap let) — yE)l. 


Mühelos lassen sich alle metrischen Axiome nachprüfen. Die Menge aller reellen be- 
schränkten Funktionen mit dieser Metrik nennt man den Baum M{0, 1]. Die Konvergenz 
im Raum MI[0, 1] ist die gleichmäßige Konvergenz im Intervall [0,1]. Es gilt C[O,1]c 
c M[0,1]. 


Der Raum der beschränkten meßbaren Funktionen. Wir führen zunächst einen Begriff 
ein. j 
a(t) sei eine in [0, 1] meßbare Funktion. Wir bezeichnen mit & die Klasse aller in [0,1] 
liegenden Mengen Z vom Maß Null. Auf € wird die folgende Funktion betrachtet: 


sup alt) = ul). 
[9, ıNE 
Wir zeigen: Ist diese Funktion endlich für beliebiges Ze €, so nimmt sie auf einer be- 
stimmten Menge E, ihren minimalen Wert an. Es sei 


Mo= inf udE). 
Eee ? 


Auf Grund der Definition der unteren Grenze kann eine solche Folge von Mengen {E,} c € 
angegeben werden, daß 


1 
WS sup af) <po + — 
[0, 11\ Zr W, 


ist. 


x . 
‚Seinun Z,= U E„ so ist m E,=0 und 
n=1 


1 
MS Sup ol) sup al)<wmt—. 
[9, 1]\E« 10, 1]\Er m 


Da diese Ungleichung für beliebiges n gilt, folgt daraus u, = m(E,). Die Zahl u, heißt 
"wesentliches Maximum der Funktion «(f) auf [0, 1] und wird durch 


vrai max a(f) = min { sup aft)} 
2 [0, 1] Ee& [,1]\E 
bezeichnet. : 
X sei die Menge aller auf [0, 1] meßbaren Funktionen x{t), y(t), z(f), . . ., deren wesentliche 
Maxima endlich sind. Zwei Funktionen x(t) und y(£) aus X sehen wir als identisch an, wenn 
sie fast überall gleich sind. 
Für zwei Funktionen «{f), y(f) €e X setzen wir 


e(x, y) = vrai max |x(t) — y(i)] - 
[0,1] 


» 


Wir kontrollieren die Erfüllung der metrischen Axiome. 
1. Da j 

sup |2{) — yü)| > 0 
[0, 11\2 
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ist, gilt o(®, y) > 0, wobei o(z, y) = 0 ist, wenn fast überall x(f) = y(t) gilt! Ist umgekehrt 
e(@, y) = 0, dann gibt es eine Menge Z,, vom Maße Null mit 


sup ki) -yOl=0, 
[0, 11\Z2y 


d.h., «{t) = y(t) gilt außerhalb E,,, und folglich sind x(t) und y(f) fast überall gleich. 
2. o(z, y) = e(y, x) ist unmittelbar erfüllt. 
3. x({t), y(t) und z(t) seien Funktionen aus X und E,,, E,, Mengen vom Maße Null mit 


e(®, 2) a t) - =, ey) —= sup WW) — zü)|- 


‚11\222 ‚1\Zy 


Setzen wir E,, = Ey. U Eyz, so wird 


sup ed) -yOl= sup let) — 2) + sup ki) — ya)l 


10, 11\ Bey 10, 11 Ey, (0, 1]\E2, 
= sup Jet) —zt)| + sup Jet) — yü)l 
[0, 2]\2z2 [0, 1]\2yz 


= 02) +09) - 
Dann gilt erst recht 


oz, y) = =r a lat) — yE)| S ol®, 2) + 0% %) > 


und die Dreiecksungleichung ist bewiesen. _ Re: 

Den so erhaltenen Raum bezeichnen wir mit MIO, 1]. BR e 

Wir untersuchen die Konvergenz in diesem Raum. Es sei x(£) € M[0, 1], x,(£) € MI[0, 1] 
(n=1,2,...) und g(@,2,)—0 für n— oo. Dies besagt, daß zu vorgegebenem &,; > 0 


en, 2) = min { sup |) =) < Er 
E_ tei,1l\E 


ist fürn > n,(ex). Dann gibt es eine Menge Z, vom Maße Null, so daß 


sup nl) al <a, falls m> nulen) 
te [0, 11\2% 
ist. Daher gilt |x,(6) — z{t)| < & für n > ny(e;) und für jedes se [0, 1]\ Z,.. 
Wir nehmen jetzt eine Nullfolge {e„} und die dazugehörigen Mengen E,. Esseie>0 


oo 
beliebig. Dann gilt |x„(£) — z{i)| < &, <efürn ne) = nyler) und für alles € [0,1] \ U Zu 
Also gilt ©,(&) > x({f) fast überall gleichmäßig auf [0,1]. - m=1 

Möge umgekehrt {x,(t)} gleichmäßig fast überall gegen x() konvergieren. Dann gibt 
es zu jedem & > 0 einen Index n,(e) und eine Menge E, vom Maße Null, so daß }@„(t) — z{t)| 
<eistfürn >n,(e) und jedesie [0,1] \ Z,. Dann ist aber auch 


sup jan) - ee 
te [0, 1]\Es 
für » = n,(e). Daraus wiederum folgt 
min sup ml) - WISE 
E  te[o,1]\E 

für n > n(e), d. h., es gilt o(&,, 2) > 0 fürn > o. 

Folglich ist die Konvergenz im Raum M[0, 1] die fast überall gleichmäßige Konvergenz. 

Der Raum aller Zahlenfolgen. Es sei X die Menge aller reellen Zahlenfolgen. In dieser 
Menge führen wir den Limesbegriff ein, indem wir festsetzen, daßx, — {£{®} gegenz = {&} 
konvergiert, wenn &® — &,; geht fürn — © undalleöi=1,2,... (im allgemeinen ungleich- 
mäßig bezüglich i). So erhalten wir einen nichtmetrischen Raum, den wir mit s bezeichnen. 
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‘Wir zeigen, daß der Raum s metrisierbar ist. 
Es six = {&},xesundy= {m}, y&s. Wir setzen 


2 Bere 
= HI En 


und beweisen, daß die Axiome der Metrik für diesen Abstand erfüllt sind. Daß 


1. o(z, y) Z 0 und o(x, y) = 0 nur für x = y gilt, und daß 
2. o(x, y) = e(y, x) ist, sieht man unmittelbar. 
3. Die Dreiecksungleichung folgt aus der Beziehung 


ja + bl < lal r 1b] 
| IFe+bs Ita 14 DB 
die man folgendermaßen beweist. 


a und b mögen dasselbe Vorzeichen haben. Man kann voraussetzen, daB «> 0 und 


b > 0 ist, dann gilt 
|@ + dl a-+b [77 b @ b 


ab Tenor Irarı Nasası us ge 


Wenn a und b jetzt verschiedenes Vorzeichen besitzen, können wir en > !b] voraussetzen. 
Dann ist a +2| < Ja]. 


x 
Wir betrachten die Funktion f(x) = wa Es gilt (x) = ä - P5 Gray’ fi&) > 0, also 
ist f(x) eine monoton wachsende Funktion. 
Somit gilt : 
ja + Bl le! le] l6l 


.< < } i 
1+la +5 "1I+al=1I+la 141 


Kehren wir zur a zurück, so finden wir 


1-5 1 Kk-mtm-ül 
3: -&® 


e(® 2) = u + Em tn il 


Pe 
= 1 mil ; 
N en pr een +), 


w= 


an 


was zu zeigen war. 
Wir beweisen, daß die Konvergenz im Sinne der eingeführten Metrik koordinaten- 


weise ist (im allgemeinen ist sie ungleichmäßig bezüglich der Indizes). Es sei az, = {£”}, 
x —= {&j} und o(&,, 2) — 0, dies . daß 


&9 E &| 
> 105) <e 
“1 = Er < £l 
ist für » > n,(e). Dann ist aber für jedes feste ö erst recht 
ı _ KP-8i 
IHM 


für n > n,(e), und da & beliebig, sowie ö fest war, gilt |&® — &|—0 für n— oo. Umge- 
kehrt: Es gehe |&® — &| — 0 für n— co und jedes ;. Wir nehmen ein beliebiges e> 0 
und bestimmen ein m so, daß 


<E 
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gilt. Dann ist 


EEE ee 
>) = ; N „ 7 
HT HILER- AFP EI 


rl 9 — &| a 
Arten 2; 


Da die Anzahl der Glieder in der ersten Summe endlich und fest ist, kann man ein n,(e) 
so wählen, daß 


Br 1 KP-El _e 
Rip] © 
gilt für n = ny(e). Für diese » ist dann 
em %) <E, 

was zu zeigen war. 

Aus dem Bewiesenen folgt, daß die Konvergenz im Sinne der eingeführten Metrik 
mit der des Raumes s zusammenfällt. Die Einführung dieser Metrik stellt also eine Metri- 
sierung des Raumes dar. 


Der Raum der Konvergenz dem Maße nach. X sei die Gesamtheit aller auf [0, 1] defi- 
nierten meßbaren Funktionen x{f). Zwei fast überall übereinstimmende Funktionen be- 
zeichnen wir als identisch. 

Wir führen eine Metrik mittels der Gleichung 


iı 
jett) — yit)] 
oz, y) = } Ir - yo” 


ein. Wie auch im vorangegangenen Beispiel überzeugen wir uns von der Gültigkeit der 
metrischen Axiome. 

Der erhaltene Raum heißt 8[0, 1]. Die Konvergenz in 8[0, 1] ist die Konvergenz dem 
Maße nach. Zur Definition der Konvergenz dem Maße nach siehe [24]. 


Der Raum der in p-ter Potenz integrablen Funktionen. Es sei X die Menge aller Funk- 
tionen z{t), die zu L,[0, 1] gehören. Zwei Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom 
Maße Null unterscheiden, wollen wir wiederum als gleich betrachten. 

Ist z{f) e L,[0, 1] und y(t) € Z,[0, 1], so setzen wir 


1 1/» 
age ( Jia) — vor a) 


Man bestätigt leicht, daß die metrischen Axiome erfüllt sind. Daß o(&,y) 0 ist, 
wobei e(x, y) = 0 nur für x = y gilt, und daß e(z, y) = g(y, x) ist, sieht man unmittelbar. 
Die Gültigkeit des Dreiecksaxioms folgt aus der Ungleichung von Mınkowskı für Inte- 
grale. 

Der Raum Z,[0, 1] heißt HinBertscher Funktionenraum. 

Es sei x„() € Z,[0, 1,» =1,2,3,..., und es konvergiere {x,(f)} gegen it), z{) € Zy[0,1], 
d. h., es gehe 1 . 

S Tanke) — zii)? di > 0 
0 


für na — oo. Dann sagt man, die Funktionenfolge {x,„(f)} konvergiere im Mittel von p-ter 
Potenz gegen die Funktion x(f). Für p = 2 spricht man schlechthin von Konvergenz im 
Mittel. 

Der Baum der Zahlenfeigen I,(p >=1). X sei die Menge der zu I, gehörenden reellen 
Zahlenfolgen {&,,&»...&m...Y. Ist 


=... sim...) und ya MN ln. 
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so definieren wir den Abstand durch 
Be 1/2 
ei, y) = (& le — mi? ) 
ie 


Sofort bestätigt man, daß die Axiome der Metrik erfüllt sind. o(x, y) >0, oz, y) = 0 
nur für = y und o(z,y) = o(y, x) sind evident. Das Dreiecksaxiom folgt aus der Unglei- 
chung von Mınkowsk1 für Summen. 

Der Raum I, heißt Hınzurtscher Folgenraum. 

Man kann zeigen: Die Konvergenz einer Folge. {xy}, &, = {&9, E89, ...,E®,..), 
gegen ein Element x = {£&,&,...} im Raum I, bedeutet, daß 

1. &9 — £, geht für n — oo für alle ö und 

2. zu jedem & > 0 gibt es eine Zahl N,(e), so daß 


x 1/ 
\ I Kr) ® Ze istfür N > N,(e) und beliebiges n. 
A\ic 


Der Raum 15”. Es sei X ein.arithmetischer z-dimensionaler Raum & = {&, & - - +; En} 
und y= N Ng -- Mm}: Wir setzen o(x, y) = (& N l&- „r)” . Den so erhaltenen 


Raum nennen wir 15”. Speziell ist IP der n- ainiennanste euklidische Raum. 

Man kann annehmen, daß 15° < 1, ist, wenn man jedes Element {&,, &9 - : +, En} € 15? 
als Element {&,,&» - - -» & 9; D:. eh, auffaßt. Hieraus folgt sofort, daß für 15” die 
metrischen Axiome erfüllt sind. Die Konvergenz im Raum 15” ist die koorinatenweise 
Konvergenz. 


Komplexe Räume. Neben den Räumen 0f0, 1], Z,[0, 1], c, I, kann man die sie umfassen- 


den komplexen Räume, genannt komplexe C[0, 1], Ly[0, 1], c; gi betrachten. Die Elemente 
des komplexen Raumes C[0, 1] sind komplexwertige ı stetige Funktibnen einer reellen. Ver- 
-änderlichen, die des Raumes Z,[0,1] sind komplexwertige Funktionen von summier- 
barer p-ter Potenz. Die Elemente des komplexen Raumes c (bzw. l,) sind die konvergenten 
Folgen komplexer Zahlen (bzw. die Folgen komplexer Zahlen, für die die aus den Beträgen 
der p-ten Potenzen ihrer Glieder gebildeten Reihen konvergieren). 

Alle oben für reelle Räume gegebenen Definitionen lassen sich auf die entsprechenden 
komplexen Räume übertragen. 


Ein nicht metrisierbarer Raum. Wir führen ein Beispiel einer Menge an, in der man einen 
Konvergenzbegriff einführen kann, zu dem es keine ihn definierende Metrik gibt. 

Wir betrachten die Menge FT0, 1] aller auf dem Intervall [0, 1] definierten reellen Funk- 
tionen. Wir sagen, eine Folge {x„(f)} < F[0, 1] konvergiere gegen x(t) €e F[0, 1], wenn für 
jedes feste i 

xt) > zit) 


konvergiert. Also ist die Konvergenz einer Funktionenfolge in F[0, 1] die punktweise 
Konvergenz. Sie ist nicht metrisierbar. Wir nehmen an, daß in F[0, 1] eine Metrik so einge- 
führt werden kann, daß die dadurch definierte Konvergenz die punktweise Konvergenz der 
Funktionenfolgen wird. Ferner sei M die Menge aller stetigen Funktionen des erhaltenen 
metrischen Raumes F[0, 1]. Dann ist einerseits nach den Regeln der Hüllenbildung im 
metrischen Raum M = M, andererseits ist M = M,da M die Menge aller stetigen Funktio- 
nen und ihrer Grenzwerte im Sinne der punktweisen Konvergenz bedeutet, d. h. die Menge 
der Funktion der ersten Barreschen Klasse, und M die Menge der Funktionen der ersten 
Klasse und ihrer Grenzwerte, d. h. die Funktionenmenge der zweiten Bamzschen Klasse.) 


1) Zur Klassifizierung von BAıRE siehe [24]. 
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$4. Vollständige Räume. Vollständigkeit einiger konkreter Räume 


Definitionen. Eine Folge {x„} von Elementen eines metrischen Raumes X 
heißt konvergent in sich oder Fundamentalfolge, wenn es zu jedem & > 0 einen 
Index n,(e) gibt, so daß O(&, &) < e ist für m > n,(e) und n > ny(e). 

Wenn eine Folge {x,„} gegen einen Grenzwert x konvergiert, so konvergiert sie 
in sich. 

Es si x =limx,. Dann gibt es zu jedem & > 0 einen Index n,(e), so daß 

Rn 


Ol&n, 2) < ist für n > ng. Folglich ist 


Om En) S Om; %) + Om, 2) <eE 
fürn = n, und m = n, was zu zeigen war. 
Die umgekehrte Behauptung für einen beliebigen metrischen Raum ist falsch, 
da metrische Räume existieren, in denen es Folgen gibt, die zwar in sich kon- 
vergieren, aber nicht gegen einen Grenzwert aus dem Raum streben. 


Beispiele. 1. Es sei X die Menge der rationalen Zahlen. Der Abstand ist durch 
er) = lrı — Pol 


1 
definiert. Dann ist X ein metrischer Raum. Die Folge {r„} = I 5 5 konvergiert sowohl 
1 
in sich als auch gegen den Grenzwert 0. Jetzt nehmen wir r, = (1 + =) . Diese Folge 


N 
konvergiert in sich, hat aber im Raum X keinen Grenzwert, da lim (1 + -) —= e keine 
n—>0 


rationale Zahl ist. 


2. X sei der Raum der Polynome Pit, O<i=<1, mit Tsonzpvyscurw-Metrik, d.h., 
für Pf) und Q(t) aus X ist 
e(?, Q) = max |PLi) — QU)|-. 
0st=1 


Es sei {P„(t)} eine Folge von Polynomen, die gleichmäßig gegen eine stetige Funktion 
konvergiert, die kein Polynom ist. Offensichtlich ist die Folge {P,„(f)} eine Fundamental- 
folge, die aber keinen Grenzwert im Raum X besitzt.. 


Wenn in einem metrischen Raum X jede in sich konvergente Folge gegen 
einen Grenzwert konvergiert (der Element desselben. Raumes ist), so heißt der 
Raum X vollständig: 

Wir bemerken, daß eine abgeschlossene Menge eines vollständigen Raumes 
selbst ein vollständiger Raum ist. 

Im folgenden wollen wir von einigen metrischen Räumen nachweisen, daß sie 
vollständig sind. 


Die Vollständigkeit von E,. Für E,, den euklidischen n-dimensionalen Raum, 
folgt die Vollständigkeit aus dem CaucHaYyschen Kriterium für Punktfolgen. 


Die Vollständigkeit von C[0, 1]. Es sei eine Folge {z.)} gegeben, wobei 
zit) e C[0,1,E=1,2,..., ist, und es sei 


Ol&m &n) > 0 
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für m, n— 00. Dies besagt, daß die Folge {x,(t)} im Caucavschen Sinne auf 
[0, 1] gleichmäßig konvergiert. x(f) sei Grenzwert der Funktionenfolge {z,(t)}. 
Als Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist 


diese Funktion auch stetig auf [0, 1]. Also ist «{t) € C[0, 1], und es konvergiert . 


0(&,, £) — 0. Dies besagt, daß der Raum C[0, 1] vollständig ist. 


Die Vollständigkeit von m. {x,„} sei eine in sich konvergente Folge von Ele- 
menten aus m, und es sei = {&®}. Da „em ist, so ist |E®| <K, für 
i=1,2,.... Da ferner {z,} in sich konvergiert, so gibt es zu jedem e > 0 
einen Index n,, so daß o(x,, %;) <eist sobald n = n, und k = n,, oder, was 
dasselbe ist, es gilt 


sup EP — ER <e für nkzm- 


- Daraus folgt 

| EP — 9] <e a) 
fürn Zzn,kZn, und für jedes ?. . 

Es sei ö fest. Dann ist nach (1) die Zahlenfolge (EI, 9, ...,&®,...} eine 
Folge, die dem CaucHvschen Kriterium für die Existenz eines Grenzwertes 
genügt und folglich gegen eine Zahl &, konvergiert. So erhalten wir eine Zahlen- 
folge {E,, &. 2. Em. ch 

Wir betrachten die Ungleichung (1) und lassen k gegen Unendlich streben. 
Dann erhalten wir in der Grenze 


em —&lse (2) 
fürn = n, und alle :. 
Daraus folgt 
EIS IEm EI + ml Set KR, 


wobei diese Ungleichung für alle; gilt. Dies besagt aber, daß {&,} eine beschänkte 
Zahlenfolge ist, d. h., es ist x = {&;} ausm. Aus (2) erhalten wir Sup Em — &;| 
<sefürn > n, d.h. e(2„,%) <Sefürn > ng. 

Da & > 0 beliebig war, folgt daraus, daß x, — & konvergiert für n —> 00.-Die 
Vollständigkeit des Raumes m ist damit bewiesen. 


Die Vollständigkeit des Raumes ec. Wir zeigen, daß der Raum c als Teil- 
menge des Raumes m betrachtet in m abgeschlossen ist. Daraus folgt dann auf 
Grund der Bemerkung von $. 11 die Vollständigkeit von c. 

Es sei {2}, 20, = {EW, Em, ...,E®,...}, eine Folge von Elementen aus c, 
und es gelte ©, — 2%, 20 = {&9,&0,...,&9,...}. Wir weisen die Konvergenz 
der Folge {£®} nach. Hier ist 

10 — 80] < |P — ep] + jm — ep] + |? — &P] 
< 2 0(&n, 80) + EP? 9]. 
Mit einer willkürlichen Zahl e>0 wählen wir zunächst n so groß, daß 


lan, %) < ist und halten es fest. Da die Folge er konvergent ist, gibt 
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es eine Zahl n,, so daß bei?,5j =, 
EP 1 <z 
wird. Dann aber ist beis,5j >n, 
Pl <e, 

d.h., {&9} ist eine konvergente Folge. Folglich ist x, ec, und damit ist die 
Behauptäng bewiesen. 

Die Vollständigkeit von M [0, 1]. {2,} sei eine in sich Bee Folge von 
Elementen des Raumes MIo, 1]. Dann gilt für jedes & > 0, falls n,m = nı(e), 


inf sup |) — &u{l)| <e. 
BZ00,1]  te[o, 118 
MaßE=0 


Folglich gibt es eine Menge Z,, vom Maße Null, so daß 
sup |) — aml)| <e für m,n>m 
t@[0, 1]\Em 

ist, d. h., fast überall auf [0,1] ist |x,(t) — z„({t)| <e für nm = n,. Daraus 
erhält man leicht (siehe S. 13), daß eine Folge {x,(t)} von beschränkten meß- 
baren Funktionen gleichmäßig fast überall auf [0, 1] in sich konvergiert. Daher 
existiert eine beschränkte meßbare Funktion x{f), die fast überall auf [0,1] 
Grenzwert dieser Folge ist. Dann sieht man aber leicht, daß o(@,, 2) — 0 kon- 
vergiert, und damit ist die Vollständigkeit des Raumes MID, 1] bewiesen. 


Die Vollständigkeit der Räume Z,[0,1] und L,. In den Lehrbüchern über 
Funktionen einer reellen Veränderlichen (s. [24]) wird bewiesen, daß 2,[0, 1] 
und /, vollständige Räume sind. Mit analogen Methoden kann die Vollständig- 
keit von L,[0, 1] und !, bewiesen werden. Wir werden hier diesen Beweis nicht 
führen, sondern erhalten die Bestätigung der Vollständigkeit von 2,0, 1] und i, 
als Folgerung aus einem allgemeinen Satz der Funktionalanalysis (s. ten 
8. 136). 
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Es ist bekannt, daß die Vollständigkeit der Zahlengeraden in der Analysis 
eine große Rolle spielt. Nur auf der Gesamtheit der reellen Zahlen ist es möglich, 
die Analysis streng aufzubauen. Eine ähnliche Rolle spielt die Vollständigkeit 
metrischer Räume in der Funktionalanalysis. Daher untersuchen wir jetzt die 
Vervollständigung von Räumen, die nicht vollständig sind. Analog wie man 
von der Menge der rationalen Zahlen zu der Menge aller reellen Zahlen gelangt, 
geht man hier vor. Zunächst führen wir einen Begriff ein, der uns auch im Zu- 
sammenhang mit anderen Betrachtungen nützlich sein wird. 

Es seien zwei metrische Räume X und Y gegeben. Der Abstand zwischen 
zwei Elementen x,und x, des Raumes X sei 02(%,, %,), und der Abstand zwischen 
zwei Elementen y, und y, des Raumes Y sei oy(Yı; %)- 

Wenn sich zwischen den Elementen der Räume X und Y eine eineindeutige 
Zuordnung herstellen läßt derart, daß der Abstand zwischen den Elementen 


20 Kapitel I. Metrische Räume 


des einen Raumes gleich dem Abstand zwischen den entsprechenden Elementen 
des anderen Raumes ist, so heißen X und Y isometrisch. 

Für Fragen, die nur mit dem Abstand der Elemente zusammenhängen, z.B. 
Konvergenz, Vollständigkeit usw., sind isometrische Räume als gleich anzu- 
sehen. 

Neben den isometrischen Räumen X und Y kann man auch isometrische 
Mengen betrachten, die in diesen Räumen enthalten sind. Bei Fragen, die allein 
mit. der Metrik zusammenhängen, kann man jede Menge in einem metrischen 
Raum durch eine andere zu ihr isometrische ersetzen. 

Ist X, ein nicht vollständiger metrischer Raum, so gibt es in diesem Raum 
mindestens eine in sich konvergente Folge, die keinen Grenzwert in X, besitzt. 

Zu jedem nicht vollständigen metrischen Raum X, gibt es bis auf Isometrie 
genau einen vollständigen metrischen Raum X mit einem Unterraum X’, der in 
X überall dicht liest und isometrisch zu X, ist. 

X heißt Vervollständigung des Raumes X. 

Beweis. Wir betrachten alle Folgen 


{2} {Ya {Zub ..., | 


die aus Elementen des Raumes X, bestehen und in sich konvergieren, Zwei be- 
liebige Folgen {x,} und {x,}, die in sich konvergieren, und für die o(&,, &,)— 0 
für n — oogilt, geben wir in dieselbe Klasse x. Diese Klassen betrachten wir als 
Elemente eines neuen Raumes X. Es seien & und % zwei Elemente aus X. Aus 
den Klassen & und % wählen wir je eine Folge {2,} und {2}. 
Wir zeigen, daß lim o(x,, y,) existiert. Es gilt 
N 


se 0(&,, Yn) S ol&n, Con) + On Ym) Er Hy Yn) . 
Daraus folgt 


Ol&n Ya) — Olim; Ya) Ol, Em) + OlYm: Yn) - () 
Wenn wir die Indizes » und m vertauschen, finden wir 
Ol; Ya) — Ola, Y) S O(&n um) + olYya Ym): (2) 


Aus (1) und (2) folgt 
[e(&m; Ym) — Oli, Yn)| Z O(&n, m) + O(Ym Yn) : 


. Der rechte Teil dieser Ungleichung konvergiert gegen Null für n, m — ©. 
Daher ist die Zahlenfolge {o(x,, y.)} nach CAucHY konvergent, d. h., es existiert 
der Grenzwert lim o(&,, Yn)- 


R 
Wir definieren jetzt in X durch 
0%, Y) = lim Oltn; Yn) 
Rn 


einen Abstand und zeigen, daß die so definierte Entfernung von der Wahl der 
Folgen {x,} und {y,} aus den entsprechenden Klassen unabhängig ist. 
Es seien {zx,} und {y,} zweiandere Folgen aus den Klassen % und Y. Dann ist 


lan, Yn) Z On, &n) + Ol&n> Yn) + OlYn: Ya) - 
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Daraus folgt 
lim o(&, yn) = lim o(,, 9.) - 
N Rn 


Analog finden wir, daß auch umgekehrt gilt 
lim o(&, y,) S lim g(&, Ya) - 
Folglich ist i ö 
lim g(en, 4n) = lim an, In) - 
Es gelten die meblachen: Axiome: 


1. Da 0(&,, %,) > 0 ist, so ist auch o(&, y) = lim o(x,, y,) = 0. Ferner besagt 
R 
die Gleichung o(&, Yy) = lim o(x,, y.) = O nach Voraussetzung, daß die Folgen 


N 
{x„} und {y„} einer Klasse angehören. 
Da {x,} eine beliebige Folge der Klasse x und {y„} eine u Folge von % 
war, soist x = Y. 


2. 0(%, 4) = 0(Y, %) sieht man unmittelbar. 
3. Ist (a, € &, {ya} ey, {zu} € 2, so ist offenbar 
e&, 2) = lim g(%, 2.) < lim o(&,, Y.) + lim o(yn, 22) = 0, 9) + 09, 2). 
N w N 
Wir zeigen, daß X ein vollständiger Raum ist. Hierzu wählen wir eine beliebige 
in sich konvergente Folge {%,,%, .. .,2, . ..} von Elementen des Raumes X, 
d. h., es strebe 
0&&n)>0 für nm. 
Aus jeder Klasse %, greifen wir eine beliebige Folge 
N a au 
heraus. 
Da sie in sich konvergiert, so kann man ein k, Einden, so daß 


ea, a) Sr 


ist für m > k,. 
Wir beträchten jetzt die Folge 


a} 
und zeigen, daß sie in sich konvergiert. 
Wir finden 
ea, a) < la, u) +.) + aa”, a) (8) 
Ein beliebiges e > 0 sei gegeben. Wegen 
Ol &m)—>0 bei n,m— © 
existiert ein n, derart, daß für n,m = n, gilt 


ERBE { P 
On; Em) = m oa, tm) < cn 
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Deshalb wird bei n, m = n, und genügend großem p 
€ 


RER ; 1 ee _. ” 5 
Dabei können wir n, so ansetzen, daß = ST wird. Während wir n und m 
0) 


unter der Bedingung n, m > n, festhalten, wählen wir p so groß, daß p > k„ 
und p > k„ist. Dann ist auf Grund der Auswahl der Zahlen k, und k„ 


olay” ‚a) <— <z, dla u) < <Z. (5) 


Aus (3), (4) und (5) folgt bein,m 2 n, 
5 oa, am) < € 5) s 
d. h., die Folge {x!"} konvergiert in sich. Wir bezeichnen die die Folge {x 
enthaltende Klasse mit & und leiten die Beziehung ©,—& her. Offenbar ist 


0(&,, %) = lim o(&\”, «i?)) < lim oe, 2) + = ol, =) 
p : 


<o + lim our, .e) )- (6) 


Da die Folge {x} in sich konvergiert, existiert zu einem gegebenen e > 0 
ein n, mit 


R € 
sofern n, p = n, ist. Daraus folgt bein > n, 
Em oa, £;% DS — (7) 


ı 
Dabei kann ohne bschhiinne der == a gesetzt werden. 
Aus (6) und (7) folgt bin zn, 


Old, 2) <e, 


d. h., die Folge {X} konvergiert gegen das Element x. Die Vollständigkeit des 
Baiımes X ist damit bewiesen. 

Wir nennen Folgen der Form {x,%,...,%,...} stationär. Sie konvergieren 
offenbar in sich, und folglich ist jede in einer gewissen Klasse enthalten, und ist 
somit einem Element aus X zugeordnet. Offenbar kann ein und derselben 
Klasse höchstens eine stationäre Folge angehören. Es sei jetzt 


(m,0,...,0,...}€%, 


 SyYyorafprrı tel. 
Dann ist o(z, y) = 0(%, 9). 
Wir zeigen, daß X, isometrisch ist zu einem gewissen Unterraum X’ von X, 
der überall in X dicht liegt. X’ enthalte alle Klassen &%, unter deren Elementen 
es stationäre Folgen {z,®,...,%,...} gibt. Zwischen den Klassen ze X’ und 
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den Elementen x der stationären Folge besteht eine eineindeutige Zuordnung. 
Dabei gilt, falls {x} ex und {y} e Yist, o(&, 9) = o(x, y). Daher ist die zwischen 
den Elementen von X, und den entsprechenden Elementen von X’ aufgestellte 
eineindeutige Beziehung eine Isometrie. 

Wie man leicht sieht, ist X’ überall dicht in X, d. h., zu jedem e > 0 und zu 
jedem Element & e X gibt es ein Element x, e X’, so daß 0(&,%,) < eist. Es sei 
% eine Klasse und die in sich konvergente Folge {2,29 -. .,%,...} aus&. Wir 
wählen ein n, so daß o(&,, 2,} < eist fürm > n. Dann bilden wir die stationäre 
Folge {%,, 29 ...,%, ...} und bezeichnen mit &, diejenige Klasse, die diese 
Folge enthält. Offensichtlich ist &,e X’. Ferner ist o(%, %,) = m Ollm En) Z E&, 
und somit ist alles bewiesen. 

Es bleibt zu zeigen, daß die Vervollständigung eines Raumes X, bis auf 
Isometrie eindeutig bestimmt ist. D.h., es gibt bis auf Isometrie höchstens 
einen vollständigen Raum X, der eine zu X, isometrische, überall diehte 
Untermenge enthält. Denn ist Y ein anderer vollständiger Raum, in dem X, 
überall dicht liegt, dann ist jeder Punkt ye Y festgelegt durch eine gewisse 

Folge {2,2% ...,%m,...} mit z,€e X,. Da dies eine Fundamentalfolge ist, so 
definiert sie andererseits ein Element @e X. Dieses Element & ordnen wir 
dem Element y zu. Es sei umgekehrt ein Blement EeX gegeben und {&,&, .- -, 


Em: .} eine Fundamentalfolge aus der Klasse &. Da X, in dem vollständigen 
Raum 7 liegt, definiert diese Fundamentalfolge ein bestimmtes Element 


ne Y. Dieses Element ordnen wir £ zu. So erhalten wir eine Zuordnung 
zwischen den Elementen der Räume X und Y, die offenbar eineindeutig ist. 
Da überdies 


e(&, &) = lim o(z,, &) = 09,9) °) 


gilt, ist diese Zuordnung isometrisch, und damit ist alles bewiesen. 


Beispiele. 1. Wir betrachten den Raum Ip» der aus allen Folgen {&,,& ...; &x» 0, 0,0, ...} 
besteht, wobei %k, eine natürliche Zahl ist und die £, beliebig reell sind. Ist 


= {En &o ..., Er 0; .. +5 vw {N Ne “00 NM 0,.. } 
und ist k, > k,, so setzen wir 


1/p 
oz, y) = [2° 1 — 1]? + 2 me) . 


i=kı+ 
l, wird dadurch zu einem Unterraum von l,, und zwar zu einem unvollständigen, da bei- 
spielsweise die Folge 


ı 1 1 
a =({1,0,..3, %g = 1, 2 >d... yo.» In > asengm er: so.“ 
zwar in sich konvergiert (d. h., es geht 


1 1/p 
Ol, im) = PA, >0 fürm,now,m>n) 
i=m 
jedoch in I, keinen Grenzwert besitzt. 


!) Man bestätigt leicht: Wenn in einem metrischen Raum x, — x und „, —y kon- 
vergiert, so konvergiert auch o(x,, 41) — 0%, 9). 
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Wir bezeichnen die Vervollständigung des Raums I, mit X. Da I, in den vollständigen 
Raum I, offenbar überall dicht liegt, ist X zu I, isometrisch. Die Vervollständigung des 
Rennes I, liefert also einen zu I, isometrischen Raum. 


2. C,[0, 1] sei der Raum aller auf dem Intervall [0, 1] definierten Beiynonnd; In En 
Raum sei die Tschze yscazw-Metrik 


e(P,Q) = max |Plt) — Q)| 
0sisl 


eingeführt. C,[0, 1] ist nicht vollständig. Da C,[0, 1]jin dem vollständigen Raum (0, 1] 
überall dicht liegt, führt die Vervollständigung von C,[0, 1] zu einen zu C[0, 1] isometri- 
schen Raum. 


3. L,[0, 1] sei die Menge aller auf dem Intervall [0, 1] definierten stetigen Funktionen 
mit der Metrik 
1 1/p 
ey) = | f ae) — ya)? a) 


Ly[0, 1] ist ein nicht vollständiger Raum. Denn eine Folge stetiger Funktionen, die von 
»-ter Potenz im Mittel gegen eine unstetige Funktion konvergiert, ist eine Fundamental- 
folge in 14, ;„»[0, 1], besitzt aber in diesem Raum kein Grenzelement. Wenn wir Z5[0, 1] 
vervollständigen. so erhalten wir einen zu 2L,[0, 1] isometrischen Raum. 


$ 6. Sätze über vollständige Räume 


Es gilt der folgende Satz, der ein Analogon zum CAantorschen Lemma über 
sich zusammenziehende Intervallsysteme darstellt: 


Satz 1. In einem vollständigen metrischen Raum X sei eine Folge abgeschlos- 
sener Kugeln gegeben, die alle ineinander gelegen sind (d. h., jede folgende Kugel 
ist in allen vorangehenden Kugeln enthalten). Konvergieren die Radien dieser 
Kugeln gegen Null, dann existiert genau ein Punkt, der zu allen Kugeln gehört. 

Die betrachteten Kugeln seien 


S(a,, &); S (Gy &), ... S(a,, En); .... 
Nach Voraussetzung it, >, 2---2>,D2.... 
Wir betrachten die Folge der Mittelpunkte dieser Kugeln 
lem en. 
Da I Co 8, so ist Any € S(ay, &,). Daher wird 
Oldn+2 4) < En - 
Folglich konvergiert 
0(@y 4-95 &n) > 0 


für n— 00, d.h., die Folge der Kugelmittelpunkte konvergiert in sich. 
Da der Raum X vollständig ist, konvergiert' diese Folge gegen einen Grenz- 


wert ae X. Wir greifen eine beliebige Kugel S, (k sei fest) heraus. Dann liegen 


die Punkte a,, @41-. ., dm - - . In dieser Kugel. Da die Kugel S; abge- 
schlossen ist, gehört der Grenzpunkt a der Folge a,, @,11, - - -; @p+n; - - . eben- 
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falls zu S also gehört 
a —= lim a, 
N 
zu. allen Kugeln. 
Angenommen, es existiere ein Punkt b, der allen Kugeln angehört und von a 
verschieden ist, so daß 
oa, b)=6>0 
gilt. Da die Punkte a und 5 aus S, sind, „=1,2,..., so muß 
ö6= oda, b) = o(@, 4.) + Olan; b)=2 j 
sein. Dies ist jedoch nicht möglich, da e,— 0 konvergiert, q. e.d. 


., Bemerkung. Der bewiesene Satz kann etwas verallgemeinert werden. Den 
Durchmesser einer beschränkten as F eines metrischen Raumes nennen wir 
die Zahl 
UF) = URN: 


z,yeF 
‘ Satz I’. In einem vollständigen metrischn Raum X sei eine Folge sich 
sukzessiv enthaltender abgeschlossener Mengen gegeben, deren Durchmesser gegen 
Null streben. Dann existiert genau ein Punkt, der allen diesen Mengen angehört. 

Der Beweis verläuft im wesentlichen wie der für Satz 1. 

Wie bekannt ist, kann die Eigenschaft der Zahlengeraden, die das CAnToR- 
sche Lemma begründet, zur Definition der Vollständigkeit der Menge der 
reellen Zahlen oder der Zahlengeraden herangezogen werden. 

Analog charakterisiert der Satz über sich enthaltende Kugeln die Vollständig- 
keit eines metrischen Raumes. 

"Satz 2. Wenn in einem metrischen Raum X eine beliebige Folge einander 
sukzessiv enthaltender abgeschlossener Kugeln, deren Durchmesser gegen Null 
. streben, einen nicht leeren Durchschnitt besitzt, so ist der Raum X vollständig. 


Man nehme eine Fundamentalfolge {2} und wähle n, in der Weise, daß 
; 1 
P&n;+2>-%n;) <= 3% 


für beliebiges p > 0 wird. S, sei die abgeschlossene Kugel vom Radius # 
mit dem Mittelpunkt «,. Es ist 8,:, CS. Aus ze 8,,, folgt nämlich 


1 1 
(8, &n;) = Q(%, Uny;ı) + OlEnın Im) S ge + zz > 


d.h.weS,. IR 
Die Radien der Kugeln $, streben gegen Null. Folglich existiert nach 


Voraussetzung ein Punkt x,, der in allen Kugeln S, liest. Wir zeigen: Der 
Punkt x, ist Grenzwert der Folge {z,}. Die Teilfolge {x.,} konvergiert gegen 
%g Weil &n,, %y € 9, sind, und folglich strebt 


1 
Olan, %) S = HK = 0. 


3 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Doch dann konversgiert die ganze Folge {x„} auch gegen x,, weil 


Ol&n, 2)) = Ol&n, Enz) au Ol %) 
ist und beide Summanden hinreichend klein gemacht werden können, wenn 
n,n, genügend groß gewählt werden. Der Satz ist damit bewiesen. 

Eine Menge M heißt von erster Kategorie, wenn sie als Vereinigungsmenge 
höchstens abzählbar vieler, nirgends dichter Mengen darstellbar ist. Eine 
Menge, die nicht von erster Kategorie ist, heißt von zweiter Kategorie. Beispiels- 
weise ist die Menge der rationalen Punkte einer Geraden von erster Kategorie, 
die Menge aller irrationalen Punkte von zweiter Kategorie. 


Satz 3. Ein vollständiger Raum ist eine Menge von zweiter Kategorie. 


Wir nehmen das Gegenteil an: Der vollständige Raum X sei darstellbar in 


der Form X = |) M„ wobei M„r =1,2,..., nirgends dichte Mengen sind. 


n=1 
Wir wählen eine Kugel $(a,1) mit dem Mittelpunkt in einem beliebigen 
Punkt a und dem Radius 1. Da M, nirgends dicht ist, so gibt es im Innern von 


= — 1 
S(a, 1) eine Kugel $(a,, r,). mit einem Radius r, <z: die keinen Punkt der 
Menge M, enthält. Da die Menge M, nirgends dicht ist, gibt es im Innern von 


1 


5 die keine Punkte der 


S(a,; r,) eine Kugel S(a,, 15) mit einem Radius r, < 
Menge M, enthält usw. 


Wir erhalten eine Folge abgeschlossener Kugeln 


S(a,, 1), Say 1a) ++: San Fo). ; 


von denen jede in der vorangehenden gelegen ist und deren Radien gegen Null 


konvergieren. Dabei enthält S(a,, r„) keine Punkte der Mengen M,, M,,.. ., Mn. 
Nach Satz 1 existiert ein Punkt a, e X, der allen Kugeln angehört. Anderer- 
seits gehört dieser Punkt a, zu keiner der Mengen M,„, daher ist 


HEX=UM,- 


n=1 


Wir erhalten also einen Widerspruch, und damit ist der Satz bewiesen. 


$ 7. Das Prinzip der kontrahierenden Abbildung 


Die Iterationsmethode ist hinreichend bekannt. Man verwendet sie oft bei 
Existenzbeweisen für Lösungen von algebraischen, Differential- und Integral- 
gleichungen. Mit ihrer Hilfe kann man auch Näherungslösungen finden. Diese 
Iterationsmethode gehört in den allgemeinen Rahmen der Funktionalanalysis 
und führt zum Prinzip der kontrahierenden Abbildung, das von dem 
polnischen Mathematiker 8. Bawac# formuliert wurde. 


Satz 1. In einem vollständigen metrischen Raum X sei ein Operator A ge- 
geben, der die Elemente des Raumes X in Hlemente desselben Raumes überführt. 
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Es sei ferner für beliebige x und y aus X 


o(A(®), Aly)) < a oz, Y) , > 


wobei a < 1 und von x und y unabhängig ist. Dann existiert genau ein Punkt x,, . 
so daß Alz,) = %o fst. 

Der Punkt x, heißt Firpunkt des Operators A. 

Wir greifen ein beliebiges, aber festes Element x € X heraus, setzen 


2, = Alk), 2, = Alt,), 2 = Alt), .. 5 &n = Aln-ı)a.» 
und zeigen, daß die Folge (x,} in sich konvergiert. Hierzu bemerken wir, daß 
02, 22) = o(Al&), Alıı)) S a oz, 23) = a ol®, Aw)) , 
e(Alzı), Alız)) < a 0(&, 2) < 0? e(w, Alr)) , 


ee 


ist. Ferner gilt 


Ol, %y +9) = En; +1) -r nn + O4 1: Ln+p) 


< (or ort... + oamtroi)ole, Al) 
ar — an? 
= el Alk). (2) 


N 
Da nach Voraussetzung & < 1 ist, so erhält man o(x,, 2,15) < —— el8, A). 


Daraus wiederum folgt, daß o(&,, 2,45) > 0 konvergiert für n— oo. Also 
konvergiert die Folge {x„} in sich. Da der Raum X vollständig ist, existiert ein 
Element x, € X, das Grenzwert dieser Folge ist: 


%=lma,. 
RN 


Wir zeigen, daß A(z,) = x, ist. Es gilt nämlich 
ol&o, A(2,)) S 0(%,, 2) + ol, A(&,)) = 0% &n) + o(A&,_ı); A(&,)) 
S 0%, %n) + 8 0%, 1) - 


Bei beliebig vorgegebenem e und hinreichend großem r ist aber 


€ [> 
o(%9; %n-1) < %& und e(&o; %) < a 
Folglich wird 
o(@0» A(z,)) <e. 


Da & > 0 beliebig war, gilt diese Ungleichung genau dann, wenn o(z,, A(&,)) = 0, 
d.h. A(&,) = x, ist, was zu zeigen war. 


3*+ 
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Wir nehmen an, es gäbe zwei Elemente 2,€ X, y,€ X, für die 


Al) = % und Ayo) = 
gilt. Dann ist 


El Yo) = e(A(&o), A(yo)) zZ & 0(% Yo) - 


Wenn wir o(x,, %0) > 0 annehmen, so folgt aus dem Vorangehenden, dß1 <a 
ist; dies ist jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung. 

Wenn wir in Formel (2) zur Grenze p— 00 übergehen, so erhalten wir eine 
Abschätzung für den Fehler bei der n-ten Näherung: 


el 20) Salz, Ale) . (3) 


Bemerkung 1. Man kann eine Näherungsfolge {x,}, die gegen den Fix- 
punkt x, konvergiert, konstruieren, indem man von einem beliebigen Element 
x € X ausgeht. Von der Wahl des Elementes x hängt nur die „Schnelligkeit“ 
ab, mit der die Folge {x,} gegen ihren Grenzwert konvergiert. 


Bemerkung 2. Manchmal liegt eine Abbildung A vor, für die die Un- 
gleichung (1) nicht überall im Raum erfüllt ist, sondern nur in einer abgeschlos- 


senen kugelförmigen Umgebung S(x,r) eines Punktes. Dann kann das 
Prinzip der kontrahierenden Abbildungen angewandt werden, sofern der Ope- 
rator A zusätzlich diese Kugel in sich abbildet und deshalb die aufeinander- 
folgenden Näherungen nicht aus der betrachteten Umgebung herausführen. 
. Bei z. B: zusätzlich zur Ungleichung (1) die Ungleichung 


o(z, A@)) < <s(l-a)r 
erfüllt. Wenn x e S(z, r) ist, so ist wegen 


eldte).3) < olAte), A@)) + o(A@),2) 
<aol®,®) + o(@, Aa))<Sar+(l-a)r=r 


auch A(x®) € S(z,r). Dann kann A als ein im vollständigen metrischen Raum 
S(@,r) (s. 8.17) wirkender und darin der Bedingung (1) genügender Operator 
aufgefaßt werden. Dadurch aber besitzt der Operator A, wie bereits gezeigt, 
in Ss, r) einen eindeutigen Fixpunkt. 


Wir bringen einige Beispiele zur Anwendung des Prinzips der kontrahieren- 
den Abbildungen. 


Lösung linearer algebraischer 6leiehungssysteme durch das Iterations- 
verfahren. Wir betrachten einen arithmetischen n-dimensionalen Raum. 
It 2 {&,&....,&n} und y= (1,99: - 1m}, 80 setzen wir o(®,y) = 
max Er nl. Man kann leicht zeigen, daß der so definierte metrische Raum m,, 


sollständig ist. In diesem Raum betrachten wir den Operator y — A(x), der 
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durch die Gleichungen 
n 
= Na, +b;, i=1,2,...,n, 
je1 
bestimmt ist. Es gilt 


eYyı 9) = o(Al&ı), Alzz)) = max Inf? — 7?) 


= max 
‘ 


n n. 
LM; (er = £) < max % |a;| je = er 
j=1 i jel 


N R 
< max | — EP)| max I |a;| = o(zı, %,) max 3 |a;,| . 
; ee io je 


Setzen wir jetzt 
nr 
2 a; <1 (4) 
3= 


_ für alle ö voraus, so überzeugen wir uns von der Anwendbarkeit des Prinzips 
der kontrahierenden Abbildung, und folglich besitzt der Operator A genau 
einen Fixpunkt. Auf diese Weise gelangen wir zu dem Satz: 


Satz 2. Ist die Matrix (a,,;) so beschaffen, daß 3 \a:;| <1 für alle i gilt, so 
besitzt das Gleichungssystem 


R 
- Ya; Verl 2, 
je 


eine eindeutige Lösung x, = {&9,&0,...,&0). Diese Lösung kann, von einem 
willkürlichen Vektor x = [E,,&,...,&n} wusgehend, ilerativ gewonnen werden. 

Die Voraussetzung (4) stellt eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz 
der Iterationsmethode beim betrachteten System dar. Wird im »-dimensio- 
nalen Raum eine andere Metrik eingeführt, so erhalten wir andere Konvergenz- 
bedingungen. Ist beispielsweise 


R 
ey) | 2m? 
i-1 
so gilt bei dieser Metrik 


old, Ya) = ol Az), A(&,)) — 5 1 4; ee — =) 


i=1 


N 


R Rr 
& (Ze Pe Pr = l z F ar; 0(&1 2) . 
i=11j ji il j=1 
Deshalb wird hier die Ungleichung 
R N 
2 Za,<i 
i=1 jel 


zur Konvergenzbedingung für die sukzessive Approximation. 
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Existenz und Eindeutigkeit der Lösung einer Integralgleichung. Die reelle 
Funktion K(s, t)sima ss sb,ast<s b definiert und meßbar. Ferner gelte 


bb 
SS Ks ı) ds di < oo, (5) 
aa 
und es sei f{s) € L,[e, 5]. Dann besitzt die Integralgleichung 
b 
z(s) = f(s) +4 [ K(s, t) x{t) di 


für jeden hinreichend kleinen Wert des Parametersi genau eine Lösung 
x(s) € Lula, b]. 
Wir betrachten den Operator 


Alx) = fls) + AfKe, d) x(t) di 


und zeigen, daß er jede Funktion x{f) € L,[e, 5] in eine Funktion überführt, die 

ebenfalls diesem Raum angehört. Da f(s) € L,[e, b] ist, so genügt es zu zeigen, 

daß der Operator b 

Aylz) = f Kis, t) x{t) di 
& 


jede Funktion z{t) e L,[a, b] in eine Funktion aus L,[a, b] transformiert. 

Aus der Bedingung (5) und dem Satz von Fuzınr (siehe z.B. [24]) £olgt, 
daß Ks, t) für fast alle s aus [e, 5] bezüglich i über [e, b] integrabel ist. Daher 
existiert für fast alle s aus [a, b] das Integral 


[E, it) x{t) dt = ls). 


Dann gilt nach der Schwarzschen Ungleichung 


yXs) = (re d) zit) a) s [x%, I) dt far) dt. 


Da b 
fee di 


eine Konstante und 
b 


J Ks i) di 

& 
auf Grund von (5) und des Satzes von Fuzını nach Voraussetzung eine in 
[e, 6] nach s integrierbare Funktion ist, ist y%(s) ebenfalls in [e, b] nach s inte- 
grabel. Dabei gilt 

b bb b 
Sys) ds < ff K*s, 1) ds di f Xi) di. 
2 4 4 


a 
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Wir schätzen jetzt o(A(x), A(2)) ab: 
b 


o(A(&), Alz)) = (J [ [x t) xt) di — af KI, 2) 2) ala)” 


& 


u) 2 112 
A| (/ | K(s, t) [x(t) — z{f)] «| “) 


l 


a 
1/2 


bb u2/ » 
= 5} K*(s,t) ds a) (/ [x(t) — ztt)P a) 


bb 1/2 
= A| (J K%s,t) di a) oz, 2). 


Ist 
1/2 


nl < | f: f R%s,t)ds a) (6) 


so können wir das Prinzip der kontrahierenden Abbildung anwenden. Somit 
sind Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der betrachteten Integralgleichung 
für solche Werte bewiesen, die der Ungleichung (6) genügen. 


Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. Als drittes Beispiel be- 
trachten wir die CavcHvsche Aufgabe für eine quasilineare hyperbolische 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen. 


Jı 


Abb. 1 


In der x, y-Ebene (Abb. 1) sei eine glatte Kurve AB gegeben, die keine 
parallel zur x- oder y-Achse verlaufende Gerade in mehr als einem Punkt 
schneidet. Gesucht ist eine Funktion (x, y), die innerhalb des krummlinigen 
Dreiecks ABC der Gleichung 


Uyy = fi, Y, %, u,, %,) 


so genügt, daß u, u,=p, u, = g auf AB eine gegebene stetige Wertevertei- 
lung annehmen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können die Werte alle 
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genau Null sein (s. [12], Bd. II, Kap. V, $5). Es ist bekannt, daß das Lösen 
dieser CavcHyYschen Aufgabe auf eine nichtlineare Integralgleiehung führt: 


ux,y) = = rer“ &,n), u(E, n), u,(&n)) dE dn. 


Wir betrachten den Raum X, dessen Elemente die in dem krummlinigen 


Dreieck ABO definierten, dort stetigen Funktionen (x, y) mit stetigen par- 
tiellen Ableitungen erster Ordnung sind. Den Abstand geben wir durch die 
Formel 


o(u, v) = max uw, y) — vi, y)| 
ABC 
+ max [u,(x, Y) — v8, Yy)| + max |u,( &,y) — v,(&, y)| 
AB0 ABO 


vor. Wie sich leicht nachprüfen läßt, wird durch diese Abstandsdefinition X 
zu einem vollständigen metrischen Raum. Seine Konvergenz induziert die in 


ABC gleichmäßige Konvergenz einer Folge von Funktionen sowie der Folgen 
ihrer Ableitungen gegen eine Grenzfunktion bzw. deren Ableitungen. 

Wir setzen folgendes voraus: Im Raum der unabhängigen Veränderlichen 
%,Y, 4, p,q sei unter der Bedingung, daß der Punkt M(&,y) nicht außerhalb 
ABC liegt und die Veränderlichen u, p, q der Beschränkung |vu| <a; |p| < a, 
a| <« mit konstantem a unterworfen sind, die Funktion f(x, y, u, p,g) auf 
der Gesamtheit der Veränderlichen stetig. Darüberhinaus gelte bezüglich der 
Veränderlichen %, 2, g eine Lieschıtz-Bedingung der Form 


fe, y, u, 2,9) — ® 48,9) <L{e-a+lP-3-+le-d}; 


L ist eine Konstante. 

Daraus folgt insbesondere die Beschränktheit von f(x, y, %, ?, g) im betrach- 
teten Gebiet. 

Wir führen im Raum X den Operator 


v(x,y) = Ulu) = IH JE, %, u, u,) dE dn 
MPQ 
ein. Aus 
vl, Y) = Sse; N, U, Up, %,) dn ’ 
ou 


| v,(2,y) = SIE y; Wu, u,, u,) dE 
PM 
erhalten wir s 

PeyI<KR®, may <Kd, Way] Kd 
mit 

K = sup |f(w, y, u, p, q)] 

und 
M(,y)e ABC, <a, plsa, |a<sa. 
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d ist das Maximum der Abstände AC und BC. Unter den VO ungen 
Ka, und Kat 


führt der Operator U die abgeschlossene Kugel S(6, a) des Raumes X in sich 
über. (x, y) ist dabei die identisch gleich Null gesetzte Funktion. Weiter ist 
max p —v| <max [fIflEn, u, u, u) — f(& N, %, U, %,)| dE dn 
ABC , aBc MPQ j 
< max au + [w, | + u, —%,|} = < Ld2o(uw, u) 
ABo 
und analog 


max |v, —®%,| < Ldelu, %), 


max jr —%,| sLdolu,%). 


1 
Ist nun L d? <3 — und Ld a —, wie es u.a. durch onupond kleines d er- 


reicht wird, so stellt der Operator U eine kontrahierende Abbildung der Kugel 
(9, a) in sich dar. Wir erhalten den Satz: - 


Satz 3. Es sei eine glatte Kurve AB gegeben. Sie besitze die Eigenschaft, 
daß die.zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden sie in nicht mehr als je 
einem Punkt schneiden. Ferner gelte die Gleichung 


Uny = fie, Yu, U, %,) » (7) 


worin die rechts stehende Funktion im Bereich M(x, y) « ABO, |ul <a, |u,| <a, 
ju,| <a stetig auf der Gesamtheit der ersten beiden Veränderlichen ist; für die 
übrigen drei aber gelte eine Liescuttz- Bedingung gleichmäßig bezüglich x und y. 

Ist das Dreieck ABC hinreichend klein, so existvert in ihm eine Lösung der Glei- 
chung (T), die auf AB zusammen mit den ersten Ableitungen verschwindet. 

Mit Hilfe des Prinzips der kontrahierenden Abbildungen wurden noch weitere 
Resultate erzielt, von denen wir einige später anführen. Dieses Prinzip stellt 
das einfachste einer Reihe von Fixpunktprinzipien dar. Ein anderes, von 
J. SCHAUDER stammendes Prinzip werden: wir beim Studium kompakter Men- 
gen in metrischen. DnnEn kennenlernen [26]. 


$ 8. Separable Räume 


Ein Raum X heißt separabel, wenn in diesem Raum eine abzählbare, überall 
dichte Menge existiert. Mit anderen Worten, wenn in X eine Folge 


j ER EDER RER (} 
existiert, so daß es zu jedem x e X eine Teilfolge (%,,, &n. - + +» Zn - ; .} von (1) 
gibt, die gegen das Element x konvergiert. 
Ist X ein metrischer Raum, so kann man die Definition eines separablen 
Raumes so fassen: 
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Im Raum X existiert eine Folge (1), so daß es zu jedem x e X und jedem 
e> 0 ein Element x,, aus (1) gibt mit o(&, x,) <e. 

Die Separabilität des n-dimensionalen euklidischen Raumes E,. Die Menge E}, 
die aus allen Punkten des Raumes FE, mit rationalen Koordinaten. besteht, ist 
abzählbar und überall dicht in E,. 

: Die Separabilität von C[0,1]. Wir betrachten im Raum ([0, 1] die Menge 
C,, bestehend aus allen Polynomen mit rationalen Koeffizienten. CO, ist ab- 
zählbar. Man überzeugt sich leicht davon, daß C, überall dicht liegt in C[0, 1]. 
Nehmen wir eine beliebige Funktion x{f) e C[0, 1], so existiert nach dem Satz 
von WEIERSTRASS ein Polynom Pt), so daß 


max |x{f) — |Pit)| < > 
0<t1<1 


ist, wobei & > 0 eine vorgegebene Zahl ist. Andererseits gibt es offenbar ein 
anderes Polynom P,(t) mit rationalen Koeffizienten, so daß 


max |P(t) — P,(t)| < > 


ozısı 

ist. Daraus folgt 

; o(z, P,) = max |x(t) - PÜ|<e; 
0<1<1 


was zu zeigen war. 

Die Separabilität von l,. Es sei E, die Menge aller Elemente x der Form 
{11 7m 0,0, ...}, wobei r, rationale Zahlen und r eine beliebige natür- 
liche Zahl ist. E, ist abzählbar. Man kann leicht zeigen, daß E, überall dicht 
liegt in l,. Wir greifen ein Element x = {&,, &, :. .,&m - - .} aus 2, heraus, und 
es sei eine beliebige Zahl & > 0 vorgegeben. Wir suchen eine natürliche Zahl n, 
so daß 


© ep 
& KAP<z 
k=n+1 
gilt. Jetzt nehmen wir ein Element, = {ry, r2 - - -, r0,0,...} aus Z,, so daß 


2 &-nP<z 
k=1 


ist. Dann erhalten wir 


N oo 
lo(®, PP =% [&z = 7)? + 5% 1&u]? <e 
k=1 ken-+i 
und daraus 
08, %) <E. 
Somit ist die Behauptung bewiesen. 

Die Separabilität von L,[0, 1]. Aus der absoluten Stetigkeit des LEBESGUE- 
schen Integrals (siehe [24]) folgt: Jede Funktion x(t) des Raumes ZL,[0, 1] ist 
Grenzwert im Mittel von 2-ter Potenz einer Folge beschränkter meßbarer 
Funktionen zy(f), die durch 

x), falls || <N, 
an) = | N, falls jet] > N 
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definiert sind. Ferner folgt leicht aus einem Satz von N. N. Lusın (C-Eigen- 
schaft), daß jede beschränkte meßbare Funktion Grenzwert im Mittel von 
p-ter Potenz einer Folge stetiger Funktionen ist. Folglich ist die Menge der 
auf [0,1] stetigen. Funktionen überall dicht in 2,[0, 1]. Andererseits ist die 
abzählbare Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten überall dicht in 
C[0, 1], und zwar im Sinne der Metrik dieses Raumes, also um so mehr im 
Sinne der Metrik von L,[0, 1]. Dann ist aber die betrachtete Menge der Poly- 
nome überall dicht in Z,[0, 1]. Die Separabilität von L,[0, 1] ist damit be- 
wiesen. 
Die Separabilität von s. E, sei die Menge der Elemente x der Form 


1,0 ON 
wobei r; rationale Zahlen sind und n eine beliebige natürliche Zahl ist. E, ist 
abzählbar. Wir zeigen, daß man aus Z, eine Teilfolge herausgreifen kann, die 
gegen ein beliebig gewähltes Element 


link. näm.:-}€es 


konvergiert. Zu jedem &, konstruieren wir eine Folge rationaler Zahlen {r®}, 


=1,2,3,..., die für k— oo gegen £&, konvergiert. Wir betrachten die 
Folge {x%} von Elementen aus E, der Gestalt 
ae 1 1 ee 25 UNE ER 


Wie man leicht sieht, geht «9 — x für k— oo. Um diese Behauptung zu be- 
weisen, muß man zeigen, daß die n-te Komponente von z® gegen die n-te 
Komponente von x konvergiert für k— co. Dies sieht man aber unmittelbar, da 


in ®]<e 
wird, falls man nur k > n hinreichend groß wählt. 

Die Inseparabilität von m. Wir betrachten die Menge aller Elemente x = {£;} 
aus m, wobei &; gleich 0 oder list. Die Menge dieser Elemente besitzt die Mäch- 
tigkeit des Kontinuums. Wir wählen zwei verschiedene Elemente x = {&,} und 
y={m} aus dieser Menge. Dann ist o(&,y) = sup &; — n:| =1, und wir 

® 


haben ein Kontinuum von Elementen, die alle den Abstand I haben. Daraus 
ergibt sich leicht, daß m inseparabel ist. Nehmen wir an, in m existiere eine 
überall dichte abzählbare Menge E,. Um jedes Element aus E, bilden wir eine 


I 
Kugel vom Radius ge — 3° Dann liegen alle Elemente des Raumes m im Innern 


dieser Kugeln. Da die Anzahl der Kugeln abzählbar ist, so muß es in min- 
destens einer dieser Kugeln zwei verschiedene Elemente x und y geben. Der 
Mittelpunkt dieser Kugel sei x,. Dann gilt 


1 1 2 
1 = o(8, y) S 0ol@, 20) + 02» %) Sy+ty37 =D 


was.jedoch unmöglich ist. Folglich ist m inseparabel. 
‚Man kann jedoch zeigen, daß der Unterraum c von m separabel ist. 


KAPITELD 
LINEARE NORMIERTE RÄUME 


$1. Lineare Räume 


: Bei der Betrachtung vieler konkreter Räume sehen wir, daß die Elemente 
dieser Räume (Funktionen, Zahlenfolgen u.a.) zueinander addiert und mit 
Zahlen multipliziert werden können, wodurch Elemente desselben Raumes 
entstehen. Von solchen konkreten Beispielen ausgehend gelangen wir zu einer 
allgemeinen Definition des linearen Raumes. 

‚Definition. EZ sei eine Menge von Elementen, die folgenden Axiomen genügt: 

I. E ist eine additive abelsche Gruppe. 
Das bedeutet, daß die Summe x -+ y zweier beliebiger Elemente x, yeE 


definiert ist und ein Element derselben Menge ergibt, wobei die Addition .die 
Bedingungen erfüllt: 


l..2+4=y+x (Kommutativität). 
2.2-+(y+2)=(z2+y)+ 2 (Assoziativität). 
3. Es existiert ein eindeutig bestimmtes Element O0 derart, daß 
= 
für jedes x aus E ist. 


4. Zu jedem Element x e E existiert ein eindeutig bestimmtes Element —ıx 
desselben Raumes, so daß 


z + (-2)=0 


ist. Anstelle & + (— y) werden wir & — y schreiben. 
Das Element 0 heißt Nullelement der Gruppe E oder Null, das Element —x 
heißt das zu x enigegengesetzie Element. 


II. Es ist eine Multiplikation der Elemente %,9,2,... der Menge E mit 
reellen (komplexen) Zahlen A, a, »v,... definiert. A x ist wiederum ein Element 
von. E. Folgende Bedingungen sind erfüllt: 


1.A(ux)=(Au)x (Assoziativgesetz der Multiplikation). 
2.) +y)=Acx+iy, A+pW)e= Act aux (zwei Distributivgesetze). 
3. 1lxe=e. 


Eine Menge E, die den Axiomen I und II genügt, heißt linearer oder Vektor- 
raum. Je nachdem, ob die Multiplikation der Elemente von E mit reellen oder 
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komplexen Zahlen zugelassen wird, erhalten wir einen reellen oder komplexen, 
linearen Raum!). 


Beispiele. 1. Die Gesamtheit EZ, der n-dimensionalen reellen Vektoren bildet eirien 
reellen linearen Raum. 

2. Die Gesamtheit aller komplexwertigen Lösungen einer gewöhnlichen homogenen 
linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung bildet einen komplexen linearen Raum. 

3. Die Gesamtheit der Elemente der reellen (komplexen) Räume C[0, 1], L,[0, 1] bildet 
einen reellen (komplexen) linearen Raum. 

4. Die Gesamtheit der Elemente der reellen (komplexen) Räume m, c, l,, bildet einen reellen 
(komplexen) linearen Raum. Dabei nennen wir wie gewöhnlich das Element 


er yet it NN 


die Summe der Elemente = {&} undy= {n} ; als Produkt des Elementes z mit der 
Zahl A bezeichnen wir das Element 


ER ER 7 SCHENBe EEE 


Wir erwähnen einige Folgerungen aus den Axiomen des linearen Raumes. 
1.0.2=0?). Ausgehend von 


z=1.2=(1+0).-2=1-7r+0-2=2+0:.x 


erhalten wir nämlich 


oder 
0=0+0-2=0:.:. 
2.(-V)re=—x,da 
(-d)r+r7r=(-1+1)2:=0-2—=0 
ist 


Ode + (- 2)] iR +4 8) =is + (-MNMx=Ar—-ir=0 
ist. 
4. Wenn die Beziehungen Ar = ux und #0 gelten, so ist A= u. Ist 
nämlich} x = u, so ist Ax — a2 =0 oder (A— u)x=.0. Daraus folgt unter 
der Annahme A # u 
: N 
| a ee ee 
was der Voraussetzung widerspricht. 
. Bemerkung. Für einen linearen Raum E ist die Kommutativität der 
Addition eine Folge der übrigen Axiome: i 


@+y)-Wr)=-@+y)+-Dy+n)=a+y+(-Dy+-)de 
=2+W+(-Dy+(-YDe=2+0+(-Der=e+(- )e=0. 


!) Auf 8.6 hat die Bezeichnung Raum eine andere Bedeutung. Jedoch wird in allen 
linearen Räumen, die im weiteren betrachtet werden, der Begriff des Grenzwertes einer 
Folge eingeführt. 

2) Mit dem Symbol 0 bezeichnen wir sowohl die. Zahl Null als auch das Nullelement 
eines linearen Raumes. Aus dem Text geht hervor, worum es sich jeweils handelt. 
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Zwei lineare Räume E und E’ heißen isomorph, wenn zwischen den Elementen 
dieser Räume eine umkehrbar eindeutige Beziehung hergestellt werden kann, 
die die algebraischen Operationen beibehält, d.h. bei 


zox und yoy 


entspricht 
<ty-Xr+y und VE 


In linearen Räumen kann man den Begriff der linearen Abhängigkeit und 
der linearen Unabhängigkeit von Elementen einführen. Die Elemente 


%, %9 -. +, Im 
eines linearen Raumes heißen linear unabhängig, wenn aus der Gleichung 


Ati t +0 


folgt, daß 


ist. Wenn es umgekehrt Zahlen 
AA: Am 
gibt, die nicht alle gleich Null sind und für die 
,athmt tum = td 


ist, so heißen die Elemente x,,%,, . . -, %, linear abhängig. Wenn beispielsweise 
Ay Z# V ist, dann gilt 
nm A % a % Au %n—1 
7 N w 
e Le 
oder, wenn wir — w—h setzen, 
mtb tt ln in-ı 


In diesem Falle sagt man, das Element x, ist eine Linearkombination der 
Elemente x,, 25, ...,m_ı- j . 

Lineare Mannigjaltigkeiten. Eine nichtleere Menge Z von Elementen eines 
linearen Raumes E heißt lineare Mannigfaltigkeit, wenn L mit den Elementen 
%1%g - --,%, jede Linearkombination 2, + Ag% +" + 0,%, dieser Ele- 
mente enthält. j 

Wir beachten, daß jede lineare Mannigfaltigkeit das Nullelement 0 enthält. 
Da L nicht leer ist, enthält L ein Element x. Weil L eine lineare Mannigfaltig- 
keit ist, enthält es auch das Element — x = (— 1)x und folglich auch das 
Element x +(-— )=0. 


Wir betrachten die Elemente &,,%,, . . .,%, eines linearen Raumes Z. Die 
k 

Menge aller Summen NW a;x, bildet offensichtlich eine lineare Mannigfaltig- 
i-1 
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k 
keit L, in E. Denn wenn die Elemente y, die Form y,; = 3 a) x, haben, so 
hat jede Linearkombination 91 


k 
Ayıtkyt'- HA u hin 


dieselbe Form. Die so konstruierte lineare Mannigfaltigkeit L, ist offensichtlich 


die kleinste, die die Elemente z,, 2,,..., x, enthält. Das heißt, jede andere 
lineare Mannigfaltigkeit, die x, 2, ...,%, umfaßt, hat L, als Teilmenge. 
L, ist auch der kleinste lineare Unterraum, der %,,%,..., x, enthält. 


Die Definition der kleinsten linearen Mannigfaltigkeit, die vorgegebene Ele- 
mente enthält, läßt sich auch leicht auf den Fall einer unendlichen Menge, 
beispielsweise einer abzählbaren Menge von Elementen, verallgemeinern. Es sei 
{21,% : - :,% . . .} eine abzählbare Menge von Elementen aus E. Die kleinste, 
diese Menge enthaltende lineare Mannigfaltigkeit L, ist offenbar die Menge 


k 

aller Summen der Form A, x,, wobei die A, beliebige und k natürliche Zahlen 
ie ’ 

sind. Die kleinste lineare Mannigfaltigkeit, die die vorgegebenen Elemente 

enthält, heißt auch die durch die vorgegebenen Elemente definierte lineare Man- 

nigfaltigkeit oder die lineare Hülle dieser Elemente. 

Wenn eine lineare Mannigfaltigkeit Z des Raumes Z durch eine endliche 
Zahl von Elementen bestimmt ist, heißt sie endlichdimensional. Wird L durch 
die Elemente z,,2%,...,%, bestimmt und sind diese Elemente linear unab- 
hängig, so bezeichnet man n als Dimension der linearen Mannigfaltigkeit L. 
In diesem Fall nennt man die Gesamtheit der Elemente x,,2,...,%, eine 
Basis von L!). Sind jedoch die Elemente 2,,%,,..., x, linear abhängig, so 
bezeichnet man die maximale Anzahl linear unabhängiger Blemente der Ge- 
samtbeit &,,%, ...,%, als Dimension der linearen Mannigftaltigkeit L. 

Eine andere Formulierung ist: L ist n-dimensional, wenn in L n linear unab- 
hängige Elemente existieren und jedes (» + 1)-te Element dieser linearen 
Mannigfaltigkeit davon linear abhängig ist. 

Wenn in einem Raum Z (einer linearen Mannigfaltigkeit Z) für eine beliebige 
Zahl» n linear unabhängige Elemente existieren, so heißt der Raum EZ (die 
lineare Mannigfaltigkeit L) unendlichdimensional. Z. B. ist leicht nachprüfbar, 
daß der Raum (0, 1] unendlichdimensional ist. 

Direkte Summen. Wir führen jetzt die Darstellung eines linearen Raumes als 
direkte Summe zweier oder mehrerer linearer Mannigfaltigkeiten ein. E sei 


.ein linearer Raum, und L,,Zs,,..., ZI, seien lineare Teilmannigfaltigkeiten 
von E. Wenn wir jedes Element x e E eindeutig in der Form 
zen +4... +, sel, i=1,2,...,n%, (1) 


schreiben können, so sagen wir, der Raum Z sei eine direkte Summe der linearen 
Mannigfaltigkeiten L,,..., Z,, und (1) heißt Darstellung von x durch Elemente 
von Li... -, Iy- i 


!) Für einen unendlichdimensionalen Raum wird die Definition einer Basis später ge- 
geben. 
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Wir wollen 
E= P3 ®L 
i=1 
schreiben. 
. Wenn 
n mi 
E=Y&L und L=38 I® 
i=L = 
gilt, so ist 


wie man leicht sieht. Dann können wir jedes Element x e FE in der Form 
av = Na aM +...+aß), meh, Med, 
i=1 i=1 
darstellen, und diese Darstellung ist eindeutig. Denn ist 


= Iu- EP HEN + +) 


i=1 i=1 


eine andere, so gilt wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von x « E durch 
die Elemente von L.,..., Zu 


a4. HERD... 
und wegen der eindeutigen Darstellung der x,;«e L, durch die Elemente der 
L®,..., LÜ ist 
a a, i=1,2,...,n, k=1,2,...,m. 


Wenn E= L, © L, ist, so haben L, und L, nur das Nullelement 0 des Raumes 
gemeinsam. 
Enthielten nämlich L, und 2, ein Element u #£ 0, so gäbe es für ze E mit 


z=y-+ez, yel, zel,, 
auch die Darstellung 


zs=ey—-wW)+e@+w), y-welL,, z+uel,, 


die von der ersten verschieden ist. Dies ist jedoch nach Voraussetzung un- 
möglich. 
Wenn umgekehrt jedes Element x e E in der Form 


z=y+2, yelL,, ze Le, (2) 


dargestellt werden kann, und wenn L,N I, = 0 ist, soit E=L,® La. 
Um diesen Satz zu beweisen, genügt es, die Eindeutigkeit der Darstellung 
(2) zu prüfen. Ist 


a=ytze=y+2, yycel, z2el,, 
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so ist 
y—-y=i-z, :y—-yecel,, '2—zela. 
Auf Grund unserer Voraussetzung folgt 
y—-y=?2—-z=0, dh y=%, z=2, 


was zu beweisen war. 
‘In einer Reihe von Fällen erweist sich der Begriff der direkten Summe von 
mehreren Räumen als nützlich. E,,...,Z, seien lineare Räume. Wir be- 


trachten die Menge aller geordneten n-Tupel x = (2,, 23, . . ., %,) von Elementen 
der gegebenen Räume, wobeix; e E,i=1,2,...,n, ist. Wennz = (x,,.. ., 2%), 
y=(Y,...,%,) und ein SkalarA gegeben sind, so setzen wir 


= + y=la + Yo%at Ya. - -,%n t %n) 
und 
Az=(ia,idy,...,A): 

Man bestätigt leicht, daß die so definierten Operationen der Addition und 
der skalaren Multiplikation alle Axiome eines linearen Raumes erfüllen. Also 

ist die Menge X der geordneten n-Tupel ein linearer Baum. 

Wenn alle Räume E, metrische Räume sind, so kann man X metrisieren, 
indem man z.B. 


oder 


N 
oz, y) = 23 05,8 %:) 

setzt. Dabei bedeutet o7,(%,, y,) den Abstand zwischen den Punkten x, und y; 

des Raumes Z,. : u 
Aus der Vollständigkeit der Räume E,, E,,..., E„ folgt die Vollständigkeit 

des Raumes X. Den Beweis dieser Behauptungen überlassen wir dem Leser. 

"Beispiel. 'E, sei für jedes i eine Zahlengerade. Dann ist 53 © E, der n-dimensionale 

euklidische Raum, falls man die zweite Art der Metrisierung wählt. 

Faktorräume. Wir betrachten einen linearen Raum E und eine lineare Teil- 
mannigfaltigkeit Z,. Der Raum EZ als additive Gruppe zerfällt in Neben- 
klassen L von L, derart, daß zwei Elemente x, und x, ein und demselben L 
angehören genau dann, wenn x, — x, zu L, gehört. Ist x’ ein beliebiges Ele- 
ment aus L, so läßt sich jedes x aus Z in der Form «= x’ + x, darstellen, 
wobei x, € Zy ist. Z entsteht also aus der linearen Mannigfaltigkeit durch „Ver- 
schiebung um x’ “. 

Wir konstruieren die Faktorgruppe Z/L,. Ihre Elemente sind die Mengen ZL, 
die durch Verschiebungen der linearen Mannigfaltigkeit L, erzeugt werden. 

Die Addition wird in E/L, in folgender Weise definiert: L, und Z, seien 
Elemente aus E/Z,; dann heißt die Nebenklasse, die von allen möglichen Sum- 


4 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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men &, +2, mit z,€ L, % € I, gebildet wird, die Summe + DL. L+L& 
ist auch wirklich eine Nebenklasse, denn sind x, + 2,und«/ + », aus L, + L,, 
so;gl at) - m +) - m) tm -n)=n + YElo, 

weil x,, Yo € Z, sind und Z, eine lineare Mannigfaltigkeitist. Folglich liegt L, + Z, 
in einer Nebenklasse: Z, + L,c L. Von einem beliebigen Element y der Klasse 


kann man ein Element der Form x, + x, äus L (das existiert, da L DL, + L, 
ist) subtrahieren, 


y-Mmtm)=Relo; 
woraus folgt “ 
ytııa ytu-hırtt 

mit x, € L,, &,€ Z,. Deshalb ist Lc Z, + Z, und folglich ,+ BL, =L[. 

Analog beweist man: Die Gesamtheit A L von Elementen der Form Ax mit 
xe L undA # 0 ist ebenfalls eine Nebenklasse. Wir setzen weitergehend durch 
Definition für ein beliebiges L e E/L, fest: 0-L= L,. Dann läßt sich leicht 
zeigen, daß E/L, allen Axiomen eines linearen Raumes genügt. Dabei spielt 
L, die Rolle des Nullelementes von E/L,. Wenn Le E/L, das Nullelement 0 
des Raumes E enthält, so fällt L mit Z, zusammen, da in diesem Falle jedes 
Element zeLdieFormz=0 +, = %g % € L, hat. 

Die Umkehrung davon gilt ebenfalls. 

Den Raum E/L, bezeichnet man als Faktorraum des Raumes E nach L,. 

Beispiel. Wir betrachten in C[0, 1] die lineare Mannigfaltigkeit C, aller stetigen Funk- 
tionen, die für t = 1/2 den Wert Null haben. Der entsprechende Faktorraum ist isomorph 
zur Menge der reellen Zahlen. . 

Entstammen x(f) und y(t) einer Nebenklasse bezüglich C',, so bedeutet das: x(1/2) — y(1/2) 
= 0. oder x(1/2) = y(1/2). Eine Nebenklasse besteht also aus den Funktionen, die im Punkt 
t= 1/2 den gleichen Wert annehmen. Nehmen wir in jeder Nebenklasse als Vertreter 


x (t)= const, so erhalten wir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen der Menge 
der Konstanten und den Nebenklassen. Diese Zuordnung ist ein Isomorphismus. 


Man kann zeigen, dßbi #=E,® E, der Raum E/E, isomorph zu E, ist. 

Zusammenhang zwischen den reellen und den komplexen Räumen. Für die 
komplexen Zahlen ist außer den algebraischen Operationen auch der Übergang 
zur konjugiert komplexen Zahl von Bedeutung: 


a+ib=a-—ib. 
Solch eine Operation nennt man Involution. 
Allgemeiner definieren wir: 


Involution heißt eine auf dem linearen komplexen Raum E definierte Ab- 
bildung, die jedem ae E ein ae HE zuordnet, mit den Eigenschaften: 


2.dJa=i-ü (4 komplex). 


1) Ist in E die Konvergenz einer Folge von Elementen erklärt, so wird eine ergänzende 
Eigenschaft gefordert: 


4, Aus a, — a folgt 0, — a. 
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Alle Elemente « € E, für die a = a ist, heißen reell. Die Elemente ae FE, 
für diea = — «a ist, heißen rein imaginär. Offenbar gilt: Wenn a reell, so ist 


iq rein imaginär, und wenn c rein imaginär, so ist e reell. Also fällt die 


Menge der rein imaginären Elemente mit der Menge aller Elemente En Form 
ia zusammen, wobei «a reell ist. 


Jedes Element x e E läßt sich eindeutig i in der Form#z=a-+ibmit reellem 
a und b darstellen. 


” a 


Setzen wir nämlich a" ‚b=—,wiste=aHtib, 
r 1 — I = an 1 
ı=ze+rd)=zetrR)=-zZetn)-a 

und 
= 1 — 1 _- en 1 
= -,e-9)=-- Zze@-2)=,;e0-9)=-b, 


d. h., @ und 5 sind reell. 
Die Darstellung jedes Elementes ze E in der Form 2 =a ib ist ein- 
deutig, d. h., wenn 
a+ib=c-+id (3) 
ist, so sit a=cundb—=d. 
Denn wegen (8) gilt a — c=i(d — b) mit a,b, c,d reell. 


Ferner ist 


a —-c=a4—-C=qa-—c, 


id-b)=-id—-b)=-—-ild-—-b). 
Daraus folgt 
a—-c=—i(d—b), 
d.h. 
id—b)=—i(d—b), 
und somit ist 
d—b=0, d=b. 


Alsoistta—c=-0 unda=c. 


Wir haben damit bewiesen, daß der Raum E direkte Summe zweier reeller 
linearer Räume ist. Daher lassen sich viele Untersuchungen über komplexe 
Räume auf die Betrachtung reeller Räume zurückführen. Ebenso kann ein 
n-dimensionaler komplexer Raum als direkte Summe zweier n-dimensionaler 
reeller Räume aufgefaßt werden. 

Wenn im folgenden von linearen Räumen die Rede ist, so sind damit reelle 
lineare Räume gemeint. 


48 
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$ 2. Lineare normierte Räume 


Definitionen. Ein linearer Raum, der gleichzeitig ein metrischer Raum ist, 
heißt.lönearer metrischer Raum. Eine wichtige Klasse linearer metrischer Räume 
stellen die Räume vom Typ B (BanschH-Räume) dar. 


Eine Menge E heißt linearer normierter Raum, wenn 
I. Z ein reeller (komplexer) linearer Raum ist, und wenn 


IT. jedem Element x des linearen-Raumes E eine eindeutig bestimmte reelle 
Zahl zugeordnet wird, die man’Norm dieses Elementes nennt und mit |\«|! 
bezeichnet. Die Norm eines Elementes muß folgenden Bedingungen genügen 
(Axtome der Norm): 

1. ||e]| = 0 und ||«|| = 0, nur wenn x = 0 ist; 

2. |®+ 3 |e|| + vll; 

3. [22] = Al lell- 


In einem linearen normierten Raum kann man durch 


ey) = |® — Yll 
eine Metrik einführen. Man bestätigt leicht, daß der eingeführte Abstand allen 
metrischen Axiomen genügt. Nach Einführung der Metrik definiert man 
£ = lim x, oder > durch ||. — || > 0 
R ; 

für n— 00. Diese Konvergenz in einem linearen normierten Raum heißt Norm- 
konvergenz. 

Wenn ein linearer normierter Raum vollständig im Sinne der Normkonvergenz 
ist, so heißt er BanAcH-Raum oder Raum vom Typ B. 

Beispiele. 1. Der n-dimensionale Vektorraum E, ist ein Raum vom Typ 2. 


Wenn man die Summe von Elementen und das Produkt eines Elementes mit einer Zahl 
wie üblich und die Norm durch 
er 12 
Iell = | & :) 
i=1 


definiert, so sieht man, daß HE, vom Typ B ist. Dabei ist die Metrik die früher in E,, einge- 
führte. 

2. C[0, 1] ist ein BanacH-Raum. Die Addition von Funktionen und die Multiplikation 
einer Funktion mit einer reellen Zahl definieren wir in der üblichen Weise. Ferner setzen 
wir 

Iel| = max [x{i)l. 
0<isı 
Die Metrik fällt mit der früher in C[0, 1] eingeführten zusammen. 

3. 1, ist ein Raum vom Typ B, wenn man die Addition und die Multiplikation mit einer 
reellen Zahl durch 

at+y-tatn) 


Aw {26} 
{6} 1/p 
li = (£ sr) 


setzt. Die zugehörige Metrik ist wieder die von früher bekannte. 


definiert und 
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4. Ly[0, 1] ist ein BanacH-Raum. Hier setzen wir für x({f) e Z,[0, 1] 


1 1/p 
el = ( |e()]? a) . 


Man erhält wieder die alte Metrik. 
5. mistein Raum vom Typ B. Denn setzen wir für = {&} , |\e|| = an. |€;|, so erhalten 
wir wieder einen BanacH-Raum mit bekannter Metrik. 


6.M [0, 1] ist ein Raum vom Typ B. Für eine beschränkte, auf [0, 1] meßbare Funktion 
x(f) setzen. wir 
|le]| = vrai max |x{t)] . 


7. Wir betrachten den Raum der auf [0, 1] definierten, dort stetigen und mit stetigen 
Ableitungen bis einschließlich %-ter Ordnung versehenen Funktionen x{t). In. diesem 
Raum führen wir durch 


!el| = max m IERtZIR ar a’)... 2er «WG 
eine Norm ein. Es entsteht ein Raum vom Typ B, der mit ©*[0, 1] bezeichnet wird. Dieser 
Raum wird weitgehend in der Variationsrechnung benutzt. 
Aus den Beziehungen 
en + 9m) -@ + 9 = Ian — wi + Ir — Yl; 
[An u — All S [A| Ian — will + [in — Al IIell 
folgt bi , > 2%, m > Yy An 4 


HH tm>ErY, Inn >A%, 
weiter 


n Il, +@- ls IWil+ le wi 


el — Iris Ie Wi. 

Vertauschung von x und y führt zu 
III — Izll = Ile - yll» 

und folglich ist 
ll - Iris ie Wi. 


Hieraus folgt bei 2, — x 


I11> Iell; 


und im besonderen, daß {||«„||} eine beschränkte Zahlenfolge ist. 

Da ein linearer normierter Raum metrisch ist, sind für ihn alle Begriffe 
sinnvoll, die in metrischen Räumen eingeführt wurden (Kugel, beschränkte 
Menge, Separabilität usw.), und es gelten alle Sätze, die für solche Räume be- 
wiesen wurden. 

Für BanacH-Räume gilt alles, was früher für vollständige metrische Räume 
Räume hergeleitet wurde. 

Die Menge der Elemente eines linearen Raumes E der Form 


y=ie, zcHE, #0, —- o<i<-4 ©, 
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nennt man die durch das gegebene Element x bestimmte @erade, und die Menge 
der Elemente der Form 


yal-Ymttin, zmeB, 0<t<1, 


heißt Verbindungsstrecke der Punkte x, und x,. Eine Menge K des Raumes E 
heißt konvex, wenn eine zwei beliebige Punkte der Menge K verbindende 
Strecke ganz in dieser Menge enthalten ist. 

M sei eine Punktmenge des linearen Raumes E. Die Menge der Elemente 
der Form x -- a, wobei x e M und a ein festes Element des Raumes £ ist, heißt 
Verschiebung der Menge M und wird mit M -+ a bezeichnet. Man überprüft 
unschwer, daß für eine konvexe Menge K die Verschiebung auch konvex ist. 

Wie man leicht sieht, ist eine Kugel (eine abgeschlossene Kugel) in einem 
linearen normierten Raum eine konvexe Menge. Es seien 2,2, € S(a, r), d.h., 
es gelte 

Ia-el<r, Ime-al<r. 


Für ein beliebiges Element der Form 


y=-=l-Ha,+tm, O<t<1l, 

gilt dann 
iy-el=|A 9a tim all 

El ae 

< IT —-H)(@&, —a)|| + | — )|| 

a9 m -all+tllm- al 

<(il—-ÜrH+ir=r. 
Also ist 


Iv-all<r 
und somit y e S(a, r). 

Wir erwähnen zwei offensichtliche Eigenschaften der Kugelim BanacH-Raum: 
Ein beliebiger Punkt x # 0 ist im einer Kugel mit dem Zentrum im Koordinaten- 
ursprung und dem Radius r > ||x|| enthalten, jedoch nicht in einer solchen 
mit dem Radius r’ < ||e||. 

Ein linearer normierter Raum E ist ein. spezieller linearer Raum, und so 
haben alle in linearen Räumen eingeführte Begriffe auch für E ihren Sinn, 
z. B.: lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit von Elementen, lineare Man- 
nigfaltigkeit, Zerlegung von E in eine direkte Summe usw. 

Sei Z eine lineare Mannigfaltigkeit eines linearen normierten Raumes #. Ist 
L außerdem eine abgeschlossene Menge, so heißt Z Unterraum. 

Für eine endlichdimensionale lineare Mannigfaltigkeit eines linearen nor- 
mierten Raumes gilt, wie wir später sehen werden, L=L. 

Bei unendliehdimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten g gilt diese Gleichung 
nicht unbedingt. 

Ist beispielsweise Z = C[0, 1] und Z die von den Elementen 


Sehe Beben tiken 
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erzeugte lineare Mannigfaltigkeit, so ist L die Menge aller Polynome, aber 
L=(00,1#L. 
Zwei lineare normierte Räume E, und E, werden wir im weiteren ssomorph 


nennen, wenn eine eineindeutige und in beiden Richtungen stetige isomorphe 
Abbildung von E, auf E, existiert. Es gilt dann der folgende wichtige Satz: 


Satz. Alle endlichdimensionalen linearen normierten Räume von gegebener 
Dimension n sind zum euklidischen n-dimensionalen Raum E,„ und folglich zu- 
einander isomorph. 

E sei ein n-dimensionaler linearer normierter Raum und x,,%,, ..., 2, eine 
Basis dieses Raumes. Dann können wir ein beliebiges Element x € E eindeutig 
in der Form 


zehnten t u + &n &m 
darstellen. Wir ordnen dem Element ze E das Element 


{nn &nt € En 


zu. Diese Zuordnung zwischen den Elementen x und & ist umkehrbar eindeutig. 
Außerdem ist sie ein Isomorphismus der linearen Räume Z und E,„. Wir zeigen 
die Stetigkeit in beiden Richtungen. 

Für jedes ze E gilt 


N 


n 1/2 n 1/2 u \ 
szrlleis[äiei) (Ze) -eiil. @ 


i=1 


el = 


i-1 
-»I|sPl®-yl|; (2) 


wobei ß nicht von x und y abhängt. 
Wir leiten nun eine entgegengesetzte Ungleichung her. 


Rn 
Auf der Oberfläche $ der Einheitskugel 5 & = 1 des Raumes E, betrachten 
wir die Funktion i=1 
f®) = fl&, &9> on, &,) = «|| == II&ı &ı + &,%g +... El | , 


Da auf $ nicht alle £, gleichzeitig verschwinden können, gilt auf Grund der 
linearen Unabhängigkeit der 7,,% . . ., &n 


FE &--: m) >00. 


Speziell ist 


Die Ungleichung 
Er En - 80) - Fe Ne m) = Tell - Tells le Ylshle Hl 
zeigt die Stetigkeit der Funktion f(&,, &,---,&.). Nach dem WEIERSTRASS- 


schen Satz nimmt diese Funktion auf 8 ihr Minimum « an, für das leicht 
a > 0 herleitbar ist. Folglich ist für x e 8 


sa =lell»; 
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wonach wir für beliebiges x e EZ, 


sa) = Je = IEll)| 3 5% > « |l| @) 


R 


'yäe 


finden. Aus (1) und (3) folgt die Stetigkeit der Abbildung von Z auf En in beiden 
Richtungen. 

Die Homöomorphie von E und #,„1äßt den Schluß zu, daß im endlichdimen- 
sionalen BanAcH-Raum die Normkonvergenz auf die Konvergenz der Koordi- 
naten zurückführbar und deshalb solch ein Raum vollständig ist. 

Für einen Unterraum eines linearen normierten Raumes gilt das folgende von 
F. Rızsz formulierte Lemma: 

Lemma. Es sei L ein echter Unterraum des linearen normierten Raumes E. 
Zu jedem vorgegegebenen e > 0 läßt sich dann ein yeE mit |y|| =1 Rdn, 
das für alle x e L die Ungleichung |@ — y|| > 1 — e erfüllt. 

Beweis. Es sei 4, aus E, aber nicht aus L und 


din] — all. 
zeLl 


Es muß d > 0 sein, weil sonst y, Häufungspunkt von L wäre und damit ent- 
gegen der Voraussetzung zu L gehören würde. Zu jedem n > 0 läßt sich ein 
x, € L mit 
a<|y “| <d+tn 
angeben. Das Element 
Y — %o 
IIYo — ol) 


gehört dann nicht zu L, weil sonst y, zu L gehören würde. Außerdem ist 
||y!| = 1; und es gilt 


I alle || 


IIYo — &oll 


yY- 


1 F 
— zoll 122 || 


- EZ 


Rn. ‚ d 7 
> elai  er 
wobei 
x, + ||Yyo — Roll & .: XeL 


ist für jedes x e L. Wird nun 7 so gewählt, daß 7 ER <e ist, so gilt mit 


Ivy —-«l>1-e 
die Behauptung. 
E sei ein linearer normierter Raum, Z, ein Unterraum von E, E/L, der Faktor- 
raum. E/L, kann durch 
ZI = int |lell 
weL 


für jedes Z e E/L, normiert werden. 


$2. Lineare normierte Räume 49 


Wir zeigen, daß ||Z|| allen Axiomen der Norm genügt. 


1. Es ist ||D|| > 0. Dabei gilt ||Z|| = 0 genau dann, wenn L = L, ist. Die 
erste Ungleichung sieht man unmittelbar ein. Ferner ist L eine abgeschlossene 
Menge. Denn ist {x„} eine Folge von Elementen aus L, die gegen x € E kon- 
vergiert, dann gilt für jedes n und jedes m 2, — % € L,, und für m — co 
konvergiert 

Ep — Em > In —E. 


DaL, abgeschlossen ist, so ist x, — ze L,. Dann ist aber x zusammen mit x, 
in L enthalten. 
Es sei jetzt 
II = int |[ell = 0. 
wel 


Dann gibt es in Z eine Folge {x,}, für die ||e„|| — 0 geht, d. h., es konvergiert 
x, —> 0. Wegen der Abgeschlossenheit muß L auch 0 enthalten; dann ist aber 
L=L,. Daß umgekehrt ||Z,|| = 0 ist, sieht man unmittelbar. Also ist das 
erste Axiom erfüllt. 


2. Es ist ||Z, + Zu]| < ||Z, || + ||ZR||, denn es gilt 


In+Zl= it Imtalis, int dell + Il) 
2, € L1,%, € I; MHel,tele 
= inf [ey] + inf |[e}| = all + [Zell - 
%8elı %e&l; 


3. Es ist |} Z|| = |A| ||]Z||, denn für I} z£ 0 ist 
1R.ZI] = int Al] = Aline el] = WII 


Wenn jedoch A = 0 ist, so gilt für beliebiges L 
IAZ|| = Ill = 0 = AZ; 
womit das dritte Axiom der Norm vollständig bewiesen ist. 

Zum Schluß stellen wir fest, daß die durch die Einführung dieser Norm im 
Raum E/L, bedingte Konvergenz der Klassenfolge {L„} gegen die Klasse L 
der Bedingung gleichwertig ist, daß eine Elementfolge {2,}, x, € L,, mit ,— &, 
x € L, existiert. 

Bei 

II. — 21 >0 
ist 
I, — L|=, En>9. 
Dann enthält L, — L ein Element y„ — x mit „„e L„xelZ und 


un | <2&- 


Als x kann. dabei ein beliebiges festes (nicht von n abhängiges) Element 2 eL 
genommen werden. 
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Unter der Voraussetzung ; 


wobei y, € L,, x & L ist, bleibt nämlich 
\ IIlyn —e + 8%) — &|| S 2 8 , 
und wegen z,eLl,xeL ist 
o-zch wm en + mel: 


. Somit wurde für das Element x, € Z eine Folge {x,}, x, € L„, konstruiert, 
für die x,— x, strebt. 

Es existiere nun umgekehrt eine Folge {x,}, ©„eL, wit „u —x, xeL. 
Wegen 


In-Ll= im | yl|s en @| 
R Une Im,yel 
strebt - 
a — 720, 


und die Behauptung ist bewiesen. 

Jetzt ist ohne weiteres die Vollständigkeit von E/L, nachweisbar, wenn E 
ein vollständiger Raum ist. _ 

{L,„} sei eine in sich konvergente Klassenfolge des Raumes E/L,. Indem wir 
in jeder Klasse L, ein Element x, so auswählen, daß 


Iizn — zul! < 2 |. — Zu 


ist, erhalten wir eine in sich konvergente Elementenfolge {an} aus #. Danun # 
ein vollständiger Raum ist, existiert ein Element x e E mit x,„— x. Dann aber 
strebt L,— L, wobei L diejenige Klasse ist, die das Element x enthält. Damit 
ist die Vollständigkeit des Raumes Z/L, bewiesen. 


Schließlich bemerken wir: Sind E,, E,,..., E,„ lineare normierte Räume und 
ist E die direkte Summe dieser Räume, so kann auch E normiert werden. 
2. B. setzen wir für x = {2,0 ..., 2} 
all + Ill + Ieell ++ anll- 


Ebenfalls kann man zeigen, daß bei E=E,®&&, die linearen normierten 
Räume E, und Z/E, isomorph sind. 
Reihen von Elementen eines BanacHh-Baumes. x, 23, ...,%y,... seien Elemente 


des BAnacH-Raumes #. Den Ausdruck 3) z, nennen wir eine aus Elementen des 
n=1 

Raumes E gebildete Reihe. Wir betrachten die Partialsummen 5, = % + %s 
+ + %p- ) 

Wenn die Folge der Partialsummen konvergiert, heißt die Reihe 3 x, kon- 
vergent. n=1 

Auf Grund der Vollständigkeit des Raumes E konvergiert die Folge {s,}, 
wenn sie eine Fundamentalfolge ist. Hieraus entsteht die folgende hinreichende 
Konvergenzbedingung der Reihe: Ist |\x,|| < a, und 'konvergiert die gewöhn- 
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© oo 
liche Reihe )) a,, so konvergiert auch die Reihe 3% x,„. Der Beweis folgt aus 
n=1 n=1 


der Ungleichung 


|Itn+» — Sal = In + + no | S mr 4° 4 np 


$ 3. Lineare topolegische Räume 


Der lineare normierte Raum, von dem einige Eigenschaften oben aufgezeigt wurden, 
stellt einen Spezialfall des linearen metrischen Raumes dar. Der lineare metrische Baum ist 
seinerseits ein Spezialfall des allgemeineren linearen topologischen Raumes. Die linearen 
topologischen Räume fanden in den letzten Jahren eine breite Anwendung bei verschie- 
denen Fragen der Funktionalanalysis, der Theorie der Differentialgleichungen und anderer 
Gebiete der Mathematik. Wir berühren hier nur die einfachsten Begriffe, die sich auf die 
linearen topologischen Räume beziehen. Eine ausführliche Darlegung der Eigenschaften 
dieser Räume findet man z. B. in [14] }). 

Eine Menge X = {%,9,2,...} heißt linearer topologischer Raum, wenn die folgenden 
vier Axiome erfüllt sind: 

I. X ist ein iopologischer Raum, d. h.,in X ist ein System Y von Teilmengen ausgezeichnet, 
die offen heißen und den nachstehenden Bedingungen genügen: 


1. die leere Menge und der gesamte Raum sind offene Mengen; 
2. die Vereinigung einer beliebigen Menge offener Mengen ist eine offene Menge; 
3. der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist eine offene Menge. 


Jede den Punkt z e X enthaltende offene Menge heißt Umgebung dieses Punktes. 

Der Punkt x einer Menge M c X heißt innerer Punkt dieser Menge, wenn er zusammen 
mit einer Umgebung U(x) in M liegt. Daher ist jeder Punkt einer offenen Menge @ ein 
innerer Punkt, denn in diesem Falle kann z. B. die Menge @ selbst als U(x) genommen 
werden. Es gilt auch die Umkehrung: Wenn jeder Punkt der Menge M ein innerer ist, 
so ist die Menge M offen. Das folgt aus der Gleichung 

M=U(@, Ua@)cM, 
zeM 
und der Eigenschaft 2 der offenen Mengen. 

II. X ist ein topologischer Raum mit Trennbarkeitsaxiom, das bedeutet, für zwei be- 
liebige Punkte x und y des Raumes X existiert eine Umgebung des Punktes z, die den 
"Punkt y nicht enthält. 

Mit Hilfe des Umgebungsbegriffs wird in der üblichen Weise der Häufungspunkt einer 
Menge eingeführt, und zwar heißt ein Punkt ae X Häufungspunkt der Menge MCX, 
wenn jede Umgebung des Punktes a wenigstens einen Punkt der Menge M enthält, der von« 
verschieden ist. ‘Die Gesamtheit aller Häufungspunkte der Menge M heißt Ableitung 
dieser Menge und wird. mit M’ bezeichnet. 

Die Menge M = M \) M’ heißt abgeschlossene Hülle (Abschließung) der Menge M. 
Die Menge M heißt abgeschlossen, wenn sie mit ihrer Abschließung zusammenfällt. Es 
läßt sich zeigen, daß die Abschließungen und die abgeschlossenen Mengen im topologischen. 
Raum viele Eigenschaften besitzen, die schon den abgeschlossenen Hüllen und den ab- 
geschlossenen Mengen der Zahlengeraden zukommen; z. B.: das Komplement einer offenen 
Menge ist eine abgeschlossene Menge; es gelten die Eigenschaften 1-4 für die Abschlie- 
Sung, wie sie auf Seite 9 aufgestellt wurden, eine endliche Menge ist abgeschlossen usw. 

Man kann auch im topologischen Raum den Begriff des Grenzwertes einer Punktfolge 
X %g + +5 Uns - . . einführen. Und zwar ist der Punkt x ein Grenzwert dieser Folge, wenn 


1) 8. auch die Monographie von N. Bovrsakı, Topologische Vektorräume, Moskau 
1959. 
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eine beliebige Umgebung des Punktes x alle Punkte der Folge von einem bestimmten Index 
an enthält. Die Eindeutigkeit des so bestimmten Grenzwertes läßt sich unmittelbar nach- 
weisen. 


III. X ist ein reeller linearer Raum (man betrachtet auch komplexe Räume, jedoch 
werden wir diesen Fall nicht behandeln). 

IV. Die Addition der Elemente und die Multiplikation eines Elements mit einer reellen 
Zahl sind stetig in der Topologie des Raumes X. Das bedeutet folgendes: 

1. Zu zwei beliebigen Elementen x und y € X und zu einer beliebigen Umgebung UT (x + y) 
des Elements x + y existieren Umgebungen U(x), U(y) der Elemente x bzw. y mit 


Ua) + Uy)cUa-+y) 


(mit dem Symbol A + B, wobei A und B Mengen des linearen Raumes X sind, bezeichnet 
man die Menge der Elemente aus X der Forma +b,aceA,beB). 

2. Zu einer beliebigen reellen Zahl A, zu einem beliebigen Element xe X und zu einer 
beliebigen Umgebung W des Elements / x existiert eine Zahl ö6 > 0 und eine Umgebung v 
des Elements x derart, daß 

aVcW 
ist bei beliebigem «x, das der Ungleichung 


la —Al<6 


genügt (das Symbol & V bezeichnet die Menge der Punkte a y mit yeP). 

Es sei &, ein festes Element eines linearen topologischen Raumes und @ eine offene Menge. 
&% + @ ist dann auch eine offene Menge. 

Wir nehmen einen beliebigen Punkt yea, + @, 


y=u +2, wed. 


Daraus folgt: y — x. € @. Da @ eine offene Menge ist, so stellt sie eine Umgebung von 
y— x, dar, und auf Grund der Stetigkeit der Addition existieren Umgebungen rw und 
W(— x,) der Punkte y bzw. — x, mit 


I) + W-o)cUy-a)=4. 
Im besonderen ist 


nt m)ce, 
d.h. 


Vıy)cd-+z. 
Somit liegt mit jedem Punkt aus der Menge x, + @ auch eine Umgebung von ihm in ihr, 
d.h,2 + @ ist offen. 

Analog beweist man, daß die Menge A @ für eine beliebige reelle Zahl A £ 0 und eine 
beliebige offene Menge @ wiederum offen ist. 

Die Beweise führen zu folgendem Schluß: Ist U(x) eine Umgebung des Punktes z im 
linearen topologischen Raum X, so stellt U(x) — x eine Umgebung der Null im Raum X 
dar. Umgekehrt ist 7(0) + x eine Umgebung von x im Raum X, wenn P(0) eine Um- 
gebung der Null desselben Raumes ist. Deshalb ist es zur Angabe der Gesamtheit der 
Umgebungen aller Punkte des linearen Raumes, d.h. der Gesamtheit aller die Topologie 
des Raumes bestimmenden offenen Mengen, hinreichend, die Gesamtheit aller Umgebungen 
von Null anzugeben. 

Eine Menge A eines linearen Raumes X heißt symmetrisch, wenn aus x € A folgt: — x € A. 
Wenn U eine Umgebung von Null im linearen topologischen Raum X ist, so ist offenbar 


—-— UNnTU 


auch eine Umgebung von Null und außerdem symmetrisch. 
Schließlich brauchen zur Festlegung der Topologie des Raumes nicht notwendig, alle 
Umgebungen von Null angegeben zu werden. Es genügt, solche Systeme von Umgebungen 
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der Null anzuführen — sogenannte Fundamental- oder Basissysteme — die zu jeder 
Umgebung U von Null eine Umgebung Y von Null enthalten, die ganz in U liegt. 


Allgemein heißen zwei Systeme $ und $ von Umgebungen des Raumes X äquivalent, wenn 
für eine beliebige Umgebung Ue Sein UeS existiert mit Uc U und umgekehrt für ein 


beliebiges Ve Seine Umgebung V e 8,sodaß Vc ist. Damit erzeugen zwei äquivalente 
Systeme von Umgebungen im Raum X ein und dieselbe Topologie. 


Beispiele. 1. X sei die Gesamtheit der reellen Funktionen, die auf der Geraden 
— oo <t< © definiert, dort unendlich oft differenzierbar sind und außerhalb eines end- 
lichen Intervalls verschwinden.!) Die Summe von Funktionen und das Produkt einer 
Funktion mit einer Zahl definiert man in der üblichen Weise. Als Umgebungen der Null 
verwendet man die folgenden Mengen: für ein beliebiges e > 0 und ein beliebiges n ist 
die Umgebung U(n, e) von Null die Gesamtheit der Funktionen x{f) € X, für die [«®(£)| < & 
für k = 0,1, 2,..., nist. Der Leser überprüft leicht die Gültigkeit aller Axiome des linearen 
topologischen Raumes. 


2. Der lineare normierte Raum stellt einen linearen topologischen Raum dar. Die Em: 
gebungen von Null sind die (im Sinne der durch die Norm bestimmten Metrik) offenen, die 
Null enthaltenden Mengen. 

Es entsteht die Frage, in welchen Fällen ein linearer konulsgkeher Raum normiert wer- 
den kann, d.h., wann in ihm eine Norm eingeführt werden kann, so daß die Gesamtheit 
der Umgebungen von Null des linearen normierten Raumes zusammenfällt mit der Gesamt- 
heit der Nullumgebungen, die früher im linearen topologischen Raum definiert waren.“ 

Die Antwort auf diese Frage gibt ein äußerst wichtiger Satz von A. N. KoLmoGorow. 

Eine Menge A eines linearen topologischen Raumes heißt beschränkt, wenn es zu jeder 
Umgebung U(0) von Null eine Zahl} > 0 gibt, so daß die Menge A völlig in die betrachtete 
Umgebung fällt. Die Beschränktheit der Menge A ist gleichwertig der Bedingung: 


Für jede Folge {2,} < A und jede gegen Null konvergierende Folge {A„} reeller Zahlen 
strebt 


Ann 0: 


Wir übergehen den Beweis dieser Behauptung. Aus ihr folgt insbesondere die Beschränkt- 
heit von — A, wenn A beschränkt ist. 


Satz (A. N. KorLmogorow). Für die Normierbarkeit eines linearen topologischen 
Raumes X ist die Existenz einer konvexen beschränkten Umgebung von Null notwendig und 
hinreichend. 


“ U sei eine Umgebung von Null im Raum X mit den aufgeführten Eigenschaften. Ohne 
Beschränkung der ee kann sie als symmetrisch angesehen werden. Für beliebiges 
ze X setzen wir 
lei in .. 
A>0d,zeiU 


Wir zeigen, daß die so eingeführte Norm alle notwendigen Eigenschaften besitzt. 
Als erstes ist ||0j| = 0, da 0 € U bei beliebigem A > 0 ist. Es sei x #0. Dann ist für 


1 1 
einn,rE& = U. Wäre xe = U bei beliebigem n, so wäre 
0 


mMENxzeU für n=1,2,... 


und deshalb die Folge {y„} beschränkt. So folgt m? 0. Wegen  Mm=% # ° ist 
das aber nicht möglich. 


}) 3 ede Funktion besitzt ihr eigenes Intervall. 
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1 
Fürze& — DU ist 
No 
1 
ellz5 > 0 
Ro 


und damit die erste Eigenschaft der Norm gewährleistet. 


Nun sei ||x|| = o, ||y|| = f; &, y #0. Dann ist — = 1 und folglich 
= edit 
„eure 
für jedes & > 0. Analog ist 
Yy 
—e(l+e)T. 
B A1-+e 


Auf Grund der Konvexität von U und folglich auch (1 + e) U wird 
a w®, ß Yy 


ee ee 
oder 
x +Yy 
PEw DZ 
Daher ist 
z+ye@+B(l+e)UD. 
Nun folgt 


ie+yils(e@+PA(l+e), 
und da e > 0 beliebig ist, ergibt sich 


e+yillsa-+Pß=|ell gl. 
Ist x = 0 oder y = 0, so gilt offensichtlich 


2 + ll = Iell + Iyll. 


Folglich ist auch die zweite Eigenschaft der Norm nachgewiesen. 
Vermöge der Symmetrie folgt aus ve} U auch —xeA U und umgekehrt. Daher gilt 


1 ll = liell. 


Wir betrachten das Element «x mit« > 0. EsseizeAU. Dann istaxcaA U, und es 
folgt aus ax ec &A U umgekehrt ze A U, und daher ist 


kl= mMf 2= inf oA=o mfi=allell. 
atwenÜU SVEeaAU zseAU 
Im allgemeinen Fall ist 
ls ll = Ii# le} all = I] lol @il = lol el 


und damit die dritte Eigenschaft der Norm gesichert. 

Zum Abschluß des Beweises genügt es zu zeigen, daß es zu jeder Umgebung V(0) von 
Null im Raum X eine völlig in V(0) liegende Kugel |jz|| < oe gibt, und umgekehrt, daß zu 
einer beliebigen Kugel ||x|| < g eine Umgebung W(0) um Null existiert, die ganz in dieser 
Kugel liegt. 

Es sei V(0) eine beliebige Umgebung von Null. Da die Umgebung U von Null, mit 
deren Hilfe die Norm eingeführt wurde, eine beschränkte Menge ist, muß eine Zahl r > 0 
mit r Uc V(0) existieren. Andererseits liegt die Einheitskugel ||z|] < 1 offensichtlich in 
der Umgebung D, die Kugel |je|]| < r dann in» U und dadurch auch in der Umgebung V(0) 
von Null. 
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. Sei umgekehrt eine Kugel Ilzl| <e gegeben; Aus der Definition der Norm folgt, daß 
diese Kugel die Umgebung 9° U von Null völlig enthält, wenn 0’ kleiner als e ist. ’ 

Die Hinlänglichkeit der Bedingungen des Satzes ist vollständig bewiesen. Der Beweis 
der Notwendigkeit bereitet keine Schwierigkeiten. 
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In einem n-dimensionalen. reellen (komplexen) Vektorraum E,, ist außer der 
Addition von Vektoren und der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen 
(komplexen) Zahl das skalare (oder innere) Produkt der Vektoren dieses Raumes 
definiert. Das Skalarprodukt der Vektoren 


2 {[&,&.... und y= {NNa:: Yin} 
des Raumes E, ist die Zahl 


(2, Y) = &; N . 


‚ Mit dem Skalarprodukt läßt sich die Norm oder Länge eines Vektors 
Eee} durch 


Ill = Vz 2 EP = Von) 


darstellen. 
In der Analysis wird häufig das skalare Produkt von Feen betrachtet. 
Deshalb ist es naheliegend, die. Klasse derjenigen linearen Räume, in denen ein 
innieres Produkt definiert ist, zu betrachten. Derartige Räume heißen HiLBERr- 
Räume und werden durch die folgenden Axiome definiert. 


Axiome des abstrakten Hınserr-Raumes. H bestehe aus den Ele- 
menten x, y,2,..., und es gelte: 


1. H ist ein es linearer Bank, 


2. Je zwei Elementen x und y ist eine komplexe Zahl (x, y), das Skalar- 
produkt von x und y, zugeordnet mit den Eigenschaften: 


a) (2,4) = (y, ®) (insbesondere ist also (z, x) reell), 
b) & #2.%Y) = (9) + (üo Y), 
e) (Ax,y) =AMx, y) für jedes komplexe A, 
d) (z,x) = 0, wobei (x, x) = 0 genau dann gilt, wenn x — 0 ist. 
Die Zahl ||e|| = Vz, x) heißt Norm von x. 


Weiter unten (s. 8. 56—57) wird gezeigt, daß diese Größe allen Anforderungen 
an eine Norm des linearen normierten Raumes genügt. 


3. H ist im Sinne der Metrik o(x, y) = ||e — y|| vollständig. Sind diese drei 
Axiome erfüllt, so nennen wir die Menge H einen unitären Raum. Ein n-dimen- 
sionaler unitärer Raum ist ein komplexer euklidischer Raum. Genügt H weiter- 
hin dem Axiom 
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4. In H gibt es zu einer beliebigen natürlichen Zahl » auch n linear unabhän- 
gige Elemente, d. h., H ist unendlichdimensional, so heißt H abstrakter HILBERT- 
‚Raum. Wir werden ihn im weiteren einfach HiLpeErr- Raum nennen. 


Beispiele. 1. Der komplexe Raum ?, wird zum Hınzerr-Raum, wenn für zwei seiner 
Blemente x = {&,,&»:- -» Ens .yundya NN. Ne 


(%y) = BEHM 


gesetzt wird. Die Konvergenz dieser Reihe für beliebige x und y aus I, ergibt sich aus der 
Scohwarzschen Ungleichung für Reihen. 

2. Der komplexe Raum Z, ‚[0, 1]. Er wird von denjenigen komplexen Funktionen 
gebildet, die auf dem Intervall [0, 1] definiert und meßbar sind und die außerdem der 
Forderung 


Sao Ist)? di < + 


genügen, wobei o(t) reell und fast überall auf [0, 1] e(t) = 0 ist. L,, .[O, n wird zu einem 
HiILBeRT-Raum, wenn man für x, ye L,, 2 1] setzt 


(2 4) =/ o(t) z() y(t) di 


Die Existenz dieses Integrals folgt bei beliebigen x{t) und y() aus TE, elO; 1] aus der SOHWARZ- 
schen Ungleichung für Integrale. Insbesondere erhalten wir bei of) = 1 den komplexen 
Raum L, mit dem Skalarprodukt 


1 
(2, 4) = at) ya) di. 
: Analog definiert man den reellen HILBERT- Raum. Dabei fordert man, daß das 
innere Produkt zweier Elemente reell ist. Die reellen Räume 1,, L,, a Zr sind 
reelle HıLgsRT-Räume. 


‚Betrachten wir kurz die einfachsten Eigenschaften von Hınsaer- Räumen. 
Zunächst leitet man aus den Axiomen 1 bis 3 leicht die Beziehungen 


(®, Yıt Y.) (m, Yı) + (®, Ya) > (®; 4 Y) == Ma, Y) 
ab. Aus der zweiten folgt insbesondere 
Re] = 2 llell- | u) 


Wir beweisen jetzt für das Skalarprodukt die ScHhwarzsche Ungleichung. 
Fürz,yeH,y=- 0, und beliebiges komplexes A gilt 


(«+7,20 +4,y)20 


oder 
. (2,2) +48, y) + Ay, 2) + Ay) >20. 
Setzen wir 
__eN 
/ a)’ 


so.ergibt sich 


n _ 
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oder 


| = |lelllell- 2) 


Das ist die gesuchte Ungleichung. Für y = 0 ist die Ungleichung (2) trivial. 
Weiter erhalten wir 


e+,?=-e@+ye+y)= 2) +2) +y) + WW Y) 
< le? + 2 ]lel| Isll + IyI? = (lell + Ir)? 


oder 


Ile + a] = Ilell + Ill. (3) 


Axiom 2 d), (1) und (3) zeigen, daß die mit Hilfe des Skalarproduktes ein- 
geführte Norm allen Axiomen der Norm eines linearen normierten Raumes 
genügt, und folglich erfüllt der mit Hilfe dieser Norm eingeführte Abstand 
alle Axiome eines metrischen Raumes. 


Man beweist leicht das 
‚Lemma 1. Das Skalarprodukt ist eine stetige Funktion bezüglich der Norm- 
konvergenz. 

Wenn 2,— x und y,— y konvergieren, dann sind die Zahlen |\®,|], |%.|! 
beschränkt. M sei ihre obere Grenze. Dann gilt 


((&. Yn) 3 (©, Yy)| Ss (am Yn) 7: (2; Y)| + ((&n» Y) ur (, Yy)| 
= (em 9 9 + an u Yl = |eall In — yll + Ian — all |Iplı 
<= M |jyn — Yl| + Ioll Ian — @ll- 


Da nun |[y„ — y|| > 0 und ||z,„ — x|| — 0 konvergieren für n — 00, so strebt 
auch |\(@,, 42) — (x, y)| > 0 für n — 00, was zu beweisen war. 


Orthogonalität. Zwei Elemente x und y aus H heißen orthogonal (x | Y), 
wenn (x, y) = 0 ist. Das Element x heißt orthogonal zum Unterraum LH 
(« _L Z), wenn x zu jedem y e L orthogonal ist. Es gilt der folgende wichtige 
Satz: 


Satz 1. Ist ze H und L ein Unterraum von H, so gibt es eine eindeutige 
Darstellung 
w=yr2 (4) 
mityelundz | L. 
Beweis. Für x e L gilt offenbar y= x und z = 0. Wir können deshalb x«& L 
voraussetzen. Es sei d= nn Elle — y’||? und {y„}.eine Folge aus L, so daß 


d, = |e — „|? —d sfreht für n— 00. Weiter sei h # 0 ein beliebiges Element 
aus L. Dann gilt für beliebiges komplexes & stets „+ ehe L, und daher ist 
\®—- (+ eh)? > d, d.h., es ist 


Ie — yull? — &(& — ym,h) —e(h,x — y,) + el? |? >d. 


5 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Für 
> (z — Yn h) 
IM. 
erhalten wir 
Ka — Yn; h)l? 
Ir nl ==> 1R2]| =d 


und hieraus ' 
I: — ym AP < ||? (din 


oder 
(® — 4m h)| = |Rl| Ya, —d. (5) 
Für k = 0 ist die Ungleichung (5) trivialerweise richtig. Dann ist aber. 


Ya — Un: h)| < In — ©, 0] + |@ — um, | = (Vdn — d + Van — a) |Ihll. 
Für R = yn — Ym wird 


yn — Ym|| < Yan — d + Yan — 4: 


Folglich ist {y„} in sich konvergent. Wegen der Vollständigkeit von H muß 
daher ein y e H existieren, gegen welches {y,„} konvergiert. y gehört aber auch 
‚zu L, weil L abgeschlossen ist. 

Gehen wir in der Ungleichung (5) zur Grenze über, so wird («—-yh)= 0 
und da h ein beliebiges Element des Unterraumes L ist, so ergibt sich, daß 
2 —y_|\ List. Fürx — y= z erhalten wir die gewünschte Darstellung 


v=y+t2. 
‘Wir haben nun noch.die Eindeutigkeit dieser PrESDE zu beweisen. ei sei 


= y+2=y ze 
woy,yeLundza’\ L sind. Dann gilt y— y =? zund 


y-yl=-@-%,4-9)-0, DEE a 0) 
weil KR 
y-yesL und !’—-z\LZL 


ist. Gleichung (6 ) bedeutet y = y’ und damit wird auch z= x, womit unser 
Satz bewiesen ist. 

Das Element y in der Darstellung (4) heißt Projektion des Hieiiördes x in den 
Unterraum L. Offenbar bildet die Gesamtheit M aller zu einem vorgegebenen 
"Unterraum orthögonalen Elemente selbst einen Unterraum. Daß diese Gesamt- 
heit eine lineare Mannigfaltigkeit bildet, ist klar. Sie ist wegen der Stetigkeit des 
Skalarproduktes auch abgeschlossen. Daher kann man das, Element z der obigen 
Darstellung als Projektion von x in M bezeichnen. M. heißt orthogonale Er- 
gänzung des Unterraumes L und wird mit H —- L bezeichnet. Weiter heißt 
auch orthogonale Summe von L und M und man. schreibt H = L + M. Offenbar 
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ist die orthogonale Summe ein Spezialfall der direkten Summe. Der Satz 
leistet also die Zerlegung eines Elementes i in die Projektionen in zwei komple- 
mentäre orthogonale Unterräume. 


‚ Lemma 2. Die lineare Mannigfaltigkeit M ist in H überall dicht genau Bam, 
wenn kein von Null verschiedenes Element existiert, das zu allen Elementen von M 
orthogonal ist. i 

Notwendigkeit. Zznächst ist klar, daß mit x_| M auch x | M. Ist nun 
M = H, so eilt x__ ZH, insbesondere also x |: x, d. h., es muß x = 0 sein, 

Hinlänglichkeit. Angenommen, M wäre nicht überall dieht in 7. Dann ist 
M == H, undes gibbeir einx« M undxe H. Nach dem letzten Satz ist x = y+® 
wo y.€ M und 2 L M ist. Weser xz<M mußz +0 sein, was unserer Voraus- 
setzung widerspricht. 


Orthonormierte Systeme. Ein System e,, 63. . .,&, - .. von Elementen des 
Raumes H heißt orthonormiert, wenn stets 


(eu; &) = 645 


gilt, wo ö,; das KRONEcKER-Symbol (6, — 1 für? = j und ö,, = 0 für d =# 5) ist. 

Im komplexen. Raum. Z2,[0, 1] sind beispielsweise die Funktionen e'*’*!, 
n»=(, +41, 42, ...,ein orthonormiertes System. 

Ein unendiiches, System von Elementen eines linearen Raumes heißt Unser 
unabhängig, wenn jedes endliche Teilsystem dieses Systems linear unabhängig 
ist, 

Ein beliebiges System h,, hy, . - ., Am, - . . inear unabhängiger Elemente kann 
mit Hilfe des folgenden Scmmuprschen nn 
in.ein orthonormales überführt werden. 

Wir setzen e, = h,/||h,||. Es sei 9, = h, — t;, &,, und die Zahl 65, wählen wir so, 
daß 9, zu e, orthogonal ist. Offenbar muß c,, = (hs, €) sein. Weiter setzt man 
& — 9s/|\2||- Hierbei ist ||9,|] = 0, weil sonst g, = O und damit h, und h, linear 
abhängig wären, was der Voraussetzung widerspricht. Sind e,, &, - . -, &;_| schon 

k—1 
konstruiert, so nehmen wir g, = hy — N t,:e; und wählen die c,,, indem wir 
i=1 
Ci = (hr, e) setzen, so daß die g, orthogonal zu e,, &,..., €, _, sind. Dann ist 
& = 9ul|\9u|| ein weiteres Element des zu konstruierenden orthonormalen 
Systems. 


Beispiel. Durch Orthonormierung der Potenzen 
5 ER... 
im reellen Raum La, .[@, 6] gelangt man zu einem System von Polynomen 
P, = const, P,{t), Pat), . - -, Pa)»: - -» 


welche mit dem Gewicht o(f) orthonormal sind: 
: 3 
few) Pit) Pe) di = 6,,.,. 
a 


5* 
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Für et)=1,@a=—1,5b=1 erhält man bis auf konstante Faktoren die LEGENDRR- 
schen Polynome; für g(t) = e-®,; a = — »,.b= + » die TscHEBYsoHmw-HERMITEschen 
Polynome und für e(f) = e, a=0,b = » das System der TscHRBYsCHEW-LAGVERRE- 
schen Polynome. 


L sei der durch das orthonormale System e,, &, . . -, &, . . . erzeugte Unterraum 


R 

und xe_L. Folglich existiert für jedes e> 0 eine Linearkombination 3, a; e; 
derart, daß a 
n 

e—- Vual<e 

i=1 


ist. Nun gilt 


2 


> (211? — 2 &l®, &) — 2 le, %) + 5 B> % &,(e, e,) 


i=1j-1 


ee 
i=1 


” n Rn R 
== I[e1]? - 34a - u +% [a]? B 
i-1 i-1 i=1 
wo 
= (2, e;) . 
gesetzt wurde. 
Die Zahlen c, werden FOURIER- Koeffizienten von x bezüglich des Orthonormal- 

systems {e,} genannt. Aus der letzten Gleichung erhalten wir weiter 


n 2 N n ; 
x — Pr 6 = «|? — 22, lc]? + 3 |&: Kern «|? ri 
i=1 i=1 i=1 


Rn ; i 
Man erkennt, daß die Norm der Differenz x — NY a,e; ihren kleinsten Wert 
i-1 
annimmt, wenn die a, gerade die FOURIER-Koeffizienten von x bezüglich des 
Systems {e,} sind. In diesem Fall gilt 
0=s< 


N 2 5 n ; 
= Zac = alt Zlal<e; (m 


und da e beliebig klein gewählt werden kann, so ist schließlich 


N oO 
z=lm Ye, = N ce. 
n il i=1 


Aus (7) folgt noch die Konvergenz der Keihe,2; Z \ej® und zwar ist zZ li]? = ||x|]?. 
=1 
Es sei x jetzt ein beliebiges Element von H. Die en von x aufZL 


werds mit z bezeichnet. Dann ist 2 = 5 G&, wo = (2, &)= (x, e) und 
i-1 
2 lc = Ill ist. 


Der een. Tran 
21? = Ik? + Iyi? > |lell®- 
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Folglich gilt für jedes Element x aus H die Ungleichung 
zes lelP; (8) 


hierbei ist , = (x, &) W =1,2,...). Das ist z sogenannte BEssELsche Un- 
gleichung. 

Abgeschlossenheit im Sinne von StexLow. W. A. STEKLOV führte bei seinen 
Untersuchungen über die Darstellung von Funktionen durch Elemente eines 
orthonormalen Systems den wichtigen Begriff der Abgeschlossenheit eines 
solchen Systems ein. 

Im Raum H sei ein theaenale System {e,} von Elementen gegeben. 
Gibt es kein von Null verschiedenes und zu allen Elementen e, orthogonales 
Element x e H, so heißt dieses System vollständig. Ein orthonormales System 
{e;} heißt abgeschlossen, wenn der von diesem System erzeugte Teilraum L 
mit H zusammenfällt. Die FOURIER-Reihe eines beliebigen x e Hin bezug auf 
ein vollständiges System konvergiert gegen dieses Element. Die PARSEVALSche 
(STEKLoWsche) Gleichung 


zei (9) 


gilt für jedes Element x e H. 

Ein abgeschlossenes orthonormales System heißt auch Onlmoemabase des 
HILBERT-Raums. 

Ein vollständiges orthonormales System ist auch abgeschlossen. In diesem 
Falle existiert kein von Null verschiedenes und zur vom System erzeugten 
linearen Mannigfaltigkeit orthogonales Element. Dann ist jedoch auf Grund 
von Lemma 2 L= H und das System vollständig. 

Umgekehrt ist ein abgeschlossenes Orthonormalsystem {e;} vollständig, da 
für ein solches die Gleichung 


ee = 2a 
i=l 


gilt, nd bir | ,i=1,2,..,dh.,=0,i=1,2,..., ist ||e|| = 0. Das 
bedeutet Vollständigkeit des Systems {e,}. 
Ein Beispiel eines een a as sind die trigono- 


pebnchlen Funktionen —— , — cost, = sin £, — cos2t,...im reellen Raum 
Leicht Jäßt sich die es eines vollständigen Orthonormalsystems in 
einem beliebigen separablen Hınzerr-Raum nachweisen. Sei @ = {9,9% -- -» 
..} eine beliebige abzählbare, überall diehte Menge in H, wobei alle g,, 
»=1,2,..., von Null verschieden sind. 
L, sei der durch 


91 


ee, = T 
er] 
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erzeugte eindimensionale Unterraum. g,, sei das-erste Element von @, welches 
nicht zu L, gehört und h, die Projektion von g,, auf H — L,. Weiter möge 
Be 
= IR,ll 
und e, den Unterraum L, erzeugen und g,, das erste Element der Menge @ sein, 
welches nicht zu L, gehört. Mit der Projektion h, von g,, auf H — L, setzen wir 


=. 
12] u 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir ein orthonormales System 
Eis & = +3 @n -. - . Da nach Konstruktion jedes g, einem L, angehört, so stimmt 
der durch das System {e,} erzeugte Unterraum mit dem durch {g;} erzeugten 
Unterraum, d.h. mit Z überein. Dabei kann das System {e,} nicht endlich 
sein. Hätte es nur p Elemente, so gäbe es, wie aus der linearen Algebra bekannt 
ist, in Z keine p + 1linear unabhängigen Elemente. Das widerspricht aber dem 
Axiom 4. . j 
Ist {e,} ein vollständiges orthonormales System und sind x,ye H mit den 
Fovrier-Koeffizienten c, bzw.d,,i=1,2,...., so prüft man leicht die Gültigkeit 
von 


(®, Y) = Yod . 
i=1 


Isomorphie der separablen Hınzerr-Räume. H sei ein separabler. HıLBurr- 
Raum mit dem vollständigen Orthonormalsystem {e,}. Dann bestimmt jedes 
x € H eine aus seinen FOURIER-Koeffizienten bestehende Zahlenfolge 1 RE 

..}, und die Reihe, 


3 lei]? 
i=1 


konvergiert, wie oben gezeigt wurde. Man kann folglich {c,, 03‘. .:, 0m . :.} als 
ein Element des komplexen Raumes 1, ansehen. Jedem x e H ist also einzel, 
zugeordnet. Da die Vollständigkeit von {e,} gefordert wurde, so gilt überdies 


Iella= (21a) = ll. 220.0) 


Hier sollen die Indizes H und I, andeuten, daß einmal die in H eingeführte Norm, 
das andere Mal die in /, definierte gemeint ist. Entsprechen in der beschrie- 
benen Weise den Elementen x e H, y e H die Elemente & e l, bzw. y el, so ist 
x 4 y offenbar gerade.x + Y zugeordnet. Hieraus und aus (10) folgt 


ie — Ylla = |® — Yll, - am) 


Nun sei 2 = {£,} ein beliebiges Element aus l,.. Für die Elemente z, = I & &, 
n=1,2,...,aus H gilt dann : iel 


3 Ka = 


i=n+ 


IIzm — zu]? = 


m 
3.16% 
i=n-+1l 
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und daher strebt für m, n — oo dann 
| Izm — zul > 0- 


Daher ist die Folge {2,}i im Sinne der Metrik von H in sich konvergent. Wegen 
der Vollständigkeit von H muß {z,} gegen ein z e.H konvergieren. Da 


(z, 6) = lim (z,, &) = &ı 


ist, sind die £, gerade die Fourizr-Koeffizienten von 2 bezüglich des orthonormalen 
Systems {e,}. Somit entspricht jedem 2 e I, ein gewisses ze H. Daher besteht 
zwischen den Elementen von H und dönen von }, eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung. 

Die Formel (11) zeigt, daß die Zuordnung zwischen den Räumen H und b, 
isometrisch ist. Die beiden Räume sind auch noch isomorph: Sind x und & 
einander zugeordnet, so auch Ax undA%. Das bedeutet mit dem bereits oben 
Bewiesenen die Gültigkeit von 

Satz 2. Jeder komplexe (reelle) separable HıLBeRrT-Raum ist dem neleeh 
(reellen) Raum 1, isomorph und isometrisch. Folglich sind. also alle komplexen 
(reellen) separablen HILBERT-Räume unter sich isomorph und isomeirisch. 

Aus diesem Satz folgt speziell der weitere 

Satz 3 (Rımsz, FiscHEr). ‚Die reellen Räume L,!0, 1] und 1, sind isomorph und 
isometrisch. 
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Bei vielen Problemen der mathematischen Physik ist es zweckmäßig, verall- 
gemeinerte Lösungen einer linearen partiellen Differentialgleichung einzu- 
führen. Die Gesamtheit der gewöhnlichen Lösungen einer solchen Differential- 
gleichung ist, sofern man sie als einen Funktionenraum mit irgendeiner Metrik 
betrachtet, im allgemeinen ein nicht vollständiger Raum. Wir vervollständigen 
diesen Raum und gelangen zu den verallgemeinerten Lösungen, ar Elementen 
des vervollständigten Raumes. 

So z.B. haben die Lösungen des Problems der freien Schwingärgen einer 
unendlichen Saite, beschrieben durch die Gleichung | 

Ru. „ou 
a we. 
die Form 
ud pletadtyR@-an), (1) 


wo® und Y ein differenzierbare Funktionen sind. Durch Vervollständi- 
gung der Gesamtheit der Lösungen gelangen wir zu den verallgemeinerten 
Lösungen, die auch die Form (1) besitzen, bei denen aber p und y nur will- 
kürliche stetige Funktionen sind. 

Bei der Konstruktion verallgemeinerter Lösungen taucht der Begriff der ver- 
allgemeinerten Ableitung auf. Er wurde zuerst von S. L. SOBOLEW eingeführt. 
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Im folgenden stellen wir die Grundlagen der Theorie der verallgemeinerten 
Ableitungen und der SogoLzwschen Räume für die einfachsten Fälle dar [34]. 
@G sei ein beschränktes konvexes Gebiet in der Ebene. Wir betrachten die 
mit ihren Ableitungen bis einschließlich !-ter Ordnung auf einem die abge- 
schlossene Hülle von @ enthaltenden Gebiet definierten und stetigen Funktionen 
plz, y) (in diesem Falle sagen wir, daß (x, y) stetig zusammen mit seinen Ab- 
leitungen bis I-ter Ordnung in @ ist). In der Menge dieser Funktionen führen 
wir folgende Norm ein: 


el U [in a ara N ea ea)" 


Eine Überprüfung zeigt, daß alle Axiome der Norm erfüllt sind. Es entsteht 
ein linearer normierter unvollständiger Raum, den wir mit w» bezeichnen. 


Die Vervollständigung des Raumes ’'mit der eingeführten Norm führt zu dem 
Sosouewschen Raum WO. 


Jo ein Element des Raumes W®, liege nicht in we. Das bedeutet die 


Existenz einer Funktionenfolge au z,y)}c wo, für die In — Fly > 0 
bein — oostrebt. Das ergibt 


Ach Ixle Er 


IIom = Fully > 0, n,m > ©, 
d.h. 
SS ont, 9) — Pal, DP de dy > 0 


li 


L+Lh=1, Nn,m— ©. 


und 
Ip pn 


p 
Bat Dyno | PUT O: 


Apn(z,y) ; > 
Die Folgen {p,(x, y)} und t Dal Oylı | aus L,(@) (s. 8.356) konvergieren also 


in sich im Mittel von p-ter Potenz. Auf Grund der Vollständigkeit des Raumes 
L,(@) ist die Existenz der Funktionen g,(z, y) und gl»!(z, y) e L,(@) gesichert, 
die als Grenzwerte der angegebenen Folgen auftreten. Das Element f, wird 
mit der Funktion @,(%, y) identifiziert, und die Funktionen go» '»(x, y) heißen 
verallgemeinerte Ableitungen l-ter Ordnung der Funktion o,(&,y) und werden 
KANCH)] bezeichnet. Nach Definition 
da Oyle 


ist ||fo|| = lim ||p.||. So kann die Norm des Elementes f, oder auch der Funktion 
Sa 


wie die gewöhnlichen Ableitungen mit 


oz, y) in der früheren Form 


IIgoll „eo -([[imteniraart [has 


p 1/p 
da a) 
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geschrieben werden. Unter dem Summenzeichen stehen jetzt die verallge- 
meinerten Ableitungen /-ter Ordnung der Funktion o,(, Y). 

Demzufolge existiert unter der Voraussetzung, daß px, y) e L,(@). eine 
verallgemeinerte Ableitung /-ter Ordnung von der Funktion ,(8, y) € L,(@) 


ist, in @ eine Folge stetig bis /-ter Ordnung differenzierbarer Funktionen 
%„(®, y), die im Mittel von p-ter Potenz gegen die Funktion o,(z, y) konver- 
pn, y) 
Ohr Ay 
und zwar gegen pl» )(z, y). 
Die Definition der verallgemeinerten Ableitung beinhaltet ihre Eindeutig- 
keit als Element des Raumes Z,(@). Wenn o,(z, y) € L,(G) in @ stetig differen- 
zierbar bis zur !-ten Ordnung einschließlich im gewöhnlichen Sinne ist, kann die 
Folge {o,(&,9y)}; {pnl®, y)} = 9olt, y), für alle n genommen werden, und es ist 


gieren. Die Folge | N konvergiert ebenfalls im Mittel von p-ter Potenz, 


pn, 


Op 
0 (ii; Big, y) == ra n 


dc Oyı Po 


In diesem Falle reduziert sich die verallgemeinerte Ableitung auf die gewöhn- 
liche. 

Mitunter wird eine andere Definition der verallgemeinerten Ableitung ge- 
geben. Zunächst sollen @(x, y) und v(x, y) stetige Ableitungen bis zur I-ten 
Ordnung in @ besitzen. y(x, y) verschwinde identisch in einem Randstreifen @,, 
der aus allen den Punkten des Gebietes besteht, deren Abstand vom Rand nicht 
größer als o ist. Dann erhält man durch mehrmalige Anwendung des GREEN- 
schen Satzes 


oy dl 
= Oylı plz, y) de dy — [oe U) za ag IR dy. 


Nun sei p(x, y) eine beliebige Funktion des Raumes L,(@). Wenn es eine 
Funktion x(&,y) e L,(@) gibt, mit der für jede Funktion y(x, y) mit den obigen 
Eigenschaften die ee 


J [gs ne m deay- 1 [ [ve ze mar Ay 
@ 


erfüllt ist, so heißt die Funktion x(z, y) verallgemeinerte Ableitung l-ter Ordnung 
der Funktion o(z, y). 


Die Äquivalenz der zwei Definitionen für die verallgemeinerte Ableitung. 
Zum Nachweis der Äquivalenz dieser beiden Definitionen benötigen wir eine 
Reihe von Hilfsbegriffen und -sätzen. 

Wir bezeichnen in üblicher Weise mit r den Abstand zwischen den Punkten 
Pix, y) und Q(&,n). Die Funktion 


BE 
De r<h, 


0, rZ=h, 


0%, 4:89) = 
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ist als Funktion von x und y stetig und besitzt stetige Ableitungen aller Ord- 
nungen. Sie verschwindet: identisch außerhalb des Kreises K, vom Radius h 
mit. dem Mittelpunkt Q(&,n). Auf ’Grund der Symmetrie von 0,(8, 95 &n) 
bezüglich der Punkte P und Q behalten die obigen Eigenschaften ihre Gültigkeit 
auch dann, wenn o, als Funktion von & und n im Kreis K,, mit dem Mittelpunkt 
Pix, y) angesehen wird. Dabei kann die Differentiation von &, nach x durch 
die negative Differentiation nach & ersetzt werden. Dasselbe silt für y und N. 
Wir wählen c, so, daß 


SS oa y;&n)dedy=1 
Kr, 


wird. Wegen 
eo Y; &, n) dE dn — „| [7 dE dn 
Kr u: | 
ar h ® 10,3 B np \ & : 
= “| [er rdr = ann | rdr. 
: y Jon 
wird 


h =: 


also ist die Wahl von.c, bei gegebenem h unabhängig von der Lage des Punktes 
P(x, y) in der Ebene. 

Eine Funktion der zwei Veränderlichenpaare x, y und &,n mit den beschrie- 
benen Eigenschaften "heißt mittelnder Kern. Die Funktion o,(x, 9; &,n) bildet 
selbst ein Beispiel für einen mittelnden Kern. 


p(x, y) sei eine beliebige Funktion aus Z,(G). Wir erweitern ihren Definitions- 
bereich auf die ganze Ebene, indem wir o(z, y) = 0 für P(x, y) «€ @ setzen. Die 
Funktion a 
ante, y) = SS ont, y3 8; " PS; n) dE dm 


Kn 


heißt Mi ittelfunktion von: iote, Y): u 
Die gleichmäßige Konvergenz des Pn(®, y) definierenden Integrals ist in der 
ganzen Ebene leicht nachprüfbar. Ist RB; der ‚Kreis vom ‚Radius ö um irgend- 


einen Punkt der Ebene, so setzen wir 
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und erhalten 


ee v& 9 (&n) ar 
= (4, Sets nl de N Mn [oa y;& m) "de 
=(/, S Its mr de A) (K; J lee m)! dE un 


= Plz, (K or %,Y; &, n)? de = 


ö 


Das letzte Integral kann auf Grund der Beschränktheit von o,(2,y;&,n) 
durch hinreichend kleines ö gleichzeitig für alle Lagen des Punktes P(x, y)i in 
der Ebene beliebig klein gemacht werden. 

Analog wird die gleichmäßige rn des Integrals 


r Sei ENTER plE,n) dE dn 


ce beein l und ı+bh= 1’bewiesen. 
Hieraus folgt: o,(, y) ist eine. unendlich oft stetig differenzierbare Funktion. 
Gehören die {9.®, y)} einer beschränkten Menge des Raumes L,(G) an, so 
sind, wie die vorangegangenen Abschätzungen zeigen, auch die Mittelfunktionen 


[pa Y)lı = SS ante, y; &: ) 9alEı 9 )dE.dn 
3 Kr s 
gleichmäßig beschränkt und gleichgradig stetig. 
Wir beweisen zwei Hilfssätze über Mittelfunktionen. 


Lemma 1. Für eine beliebige Funktion Y(®, y) € L,(@) und beliebiges h > 0 ist 
| Ion | Lp z | 19 
Wir schreiben p,(x, y) in der Form 


nte, = S one, y; an" (8, 9) eula y; E,n)tla # dn. 
Ko: 


Ip: 


Die Pen der Höuperschen Ungleichung aufdas Integral bringt = | 


p-Ii 
Ion, y)| =(J. [ only; & m) |pt&, m)? de a 


x(, S one, y; &, m) dE dr (; So, 9; & 7) |pl&, m]? de A): 


Ky Eh 


da f JS or®, G; &, ") dE = —=1 ist.: Durch :Potenzieren der beiden Seiten der 
En 
Ungleichung mit dem Exponenten » Br Integrieren über 6 entsteht 


SS one; y)P de dy SS Son 2,9560) en) Bea 
@ ..@ Kn ; 
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Da außerhalb X, die Funktion o,(z, y; &, n) und außerhalb @ die Funktion 
Y(&,n) verschwindet, können wir den Integrationsbereich des inneren Integrals 
gleich G annehmen und danach die Integrationsreihenfolge auf Grund des 
Satzes von FUBInt ändern. Wir erhalten 


S S one, y)P de dy < F S Ipt&; n)P 1% Sor&, y; & n) de es) de dn 
</[S M& m) I onl®, y;&,n) de ar) dE dn. 
Gi En 


Das innere Integral ist wiederum gleich Eins und folglich 
SS Inte ar dw dy = SS me, ml? de an. 
Daraus folgt die geforderte Ungleichung. 


Bemerkung. @* sei ein Teilbereich des Gebiets @. Dann ist 
SS Tre, 2 dr dy = SS ne, ylP dedy + ih), 


wobei a({h)— 0 bei h-> 0 strebt, wenn der Rand des Gebiets @* hinreichend 
glatt ist. 
Tatsächlich finden wir wie beim Beweis des Lemmas 


SS Inte, Dr dedy < ff W J are, y;& 7) |plE&, mr de a) de dy. 
G* G* Kr, 


G# sei die Gesamtheit aller Punkte des Gebietes G\@*, die vom Rand des 
Gebietes @* nicht weiter als h entfernt liegen. Dann ist 


U RER en m) Inte, mp dE an) andy 


* 


aruak 
</ff „mem? 4 @r%, y; &n) de ”) dE dy 
aruch K, 
= ff |pt&, n)P de dn = SS \ot& n)lP de dan + SS pl m)P de dm. 
ru * Cr 


Weil der Rand von @* hinreichend glatt ist, strebt das Maß von @f beih— 0 
gegen Null. Infolge der absoluten Stetigkeit des LeBEsevE- en erhalten 
wir für —0 


= SS e& m? dedn—0. 


@ 
Lemma 2. Für eine beliebige Funktion o(z, y) € L,(@) gilt für k— 0 
ion — Pl, > 0. 
Zunächst sei plz, y) im Gebiet @ stetig und folglich gleichmäßig stetig in 


einem beliebigen abgeschlossenen Teilgebiet. Für ein beliebige: Teilgebiet 
@c@silt 


En Fon = pl dady EN pa — pP da dy. 
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Nach der Mınkowskıschen Ungleichung erhalten wir unter Berücksichtigung . 
der vorigen Bemerkung 


Sf erden < (SS mlrasauy® + (JS Io duauy 
ne ag 
za [fr dedy +y. 


Dabei strebt y(k) > 0 für k—0. 
Es sei &e > 0 gegeben. Wir wählen @’ so, daß 


2P j I pe, y)]P de dy < z 


[eire2 


ist. @’ wird festgehalten und h, so gewählt, daß bei h < hy 


eP 
y(h) TE 
ist. Dann ist 
ep 
Sf pe wIr av <F @) 
aG* 
Nehmen wir ein drittes Gebiet @” mit @°c @”’ c @ hinzu, für das ec, 


@’ c @ ist, und setzen h < h, so klein an, daß G’ U G,, nicht über @” hinaus- 
reicht, so erhalten wir 


orte, y) — Pa y)| = | J oe y;& m) PE m) dE dn 


Rn 


SS one, y:& 7) pie, y) dE dn 
Kn i 


< ff pt&;n) — pe, y)| one, 9; & m) dE dn 
Kh 


< max |p(&, 7) 


€ 
Y, Yy)| < (2 mes G)im’ 
Er 


wenn h < h, hinreichend klein ist und zwar infolge der gleichmäßigen Stetig- 
keit der Funktion o(x, y) im Gebiet G”. Das ergibt 


LS It.) oe d)P du ay <F- 4) 
Aus (3) und (4) folgt 
2 \on®, 9) — px, y)| de dy < er. 


Da & > 0 beliebig war, ist damit für den Fall einer stetigen Funktion o(z, y) 
das Lemma bewiesen. 
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Wenn nun g(z, y) eine beliebige Funktion aus L,(@) ist, so: suchen wir als 
erstes eine solche in @ stetige Funktion y, daß nn 
Ip — Pllı, < 
gilt. Dann ist 
2e€ 
Io - all, = Ip - Yll, + Ir — le + |» - All = Ip -Yll +: 
weil auf Grund des Lemmas 1 auch u 
or — vallz, < 
ist, 


Weiter können wir als Folge aus dem, was wir schon bewiesen heben, ö so 
klein wählen, daß beih <ö.: 


Ip — af a. 
wird. Dann gilt aber für ein solches h 
Ip — Pallı, <e- 


Das Lemma ist damit vollständig bewiesen. 

Wir zeigen nun die Äquivalenz der zwei Definitionen der 
Ableitung. glr')z,y) sei die verallgemeinerte ‚Ableitung von 9, y)..i 
Sinne der ersten Definition. Danach existiert eine Folge { Pnl®; y)} bis Er 
Ordnung stetig differenzierbarer Funktionen mit Ion — el. 0 und a 
l 


1 


pn 


—a__ ol io) 
dal ya Po (®, y) |, 0 


für n— ©. 
Aus der Gleichung 


= 
Jemen (x, y) Bene ar dx Fa =(—]) IE Oyfe Y(lz, y) da dy 


in der y(x, y) eine belichige I-mal ek differenzierbare, auf dem Rand von @ 
verschwindende Funktion ist, erhalten wir durch Grenzübergang 


op 
[See vn ar a = (U [ [Rem 1 ve 2) away,» 


und damit ist 9%»®»x, y) eine verallgemeinerte Ableitung von 9,(&;y) im 
Sinne der zweiten Definition. 


Opolz, y) 
dh dya 


Nun sei = — y(a, y) im Sinne der zweiten Definition eine verallge- 


*) Aus der Hönperschen Ungleichung folgt j 
JS Anl, y) Bla, y) da dy > JS %lz, y) Bla, y) de dy , 


sofern |lo,(2, 4) — le y)|| > 0 strebt und Bix, y) eine beliebige beschränkte meßbare 
Funktion (oder f(x, y) € L,(@)) ist. 
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meinerte Ableitung von 9,(x, y). Wir betrachten die Mittelfunktionen 99,7%; %)- 
Es gilt 


Oo, nl Y) . onpx; y;&n 
Aa ale a I ae Ba Ay pol& m) dE dm 


or, y; & u . 
-(-1) J, In eye 5 Duncan. 8) 


Wir greifen einen beliebigen Teilbereich @G’ des Gebiets @ mit &.c G heraus. 
h sei so klein, daß der Kreis vom Radius rk um jeden Punkt des Gebietes & 
innerhalb @ bleibt. Dann kann w,(&, y; &, n) als eine Funktion y(x, y) angesehen 
werden, wie ‚sie in. der zweiten Definition der. verallgemeinerten Ableitung 
auftritt, und Gleichung (5) kann für die Punkte (z, y) e G, in die Form 


dl 5 
De I. [eesonzenem © 


eariehen werden. 
Nach Lemma 2 tigt aus Gleichung (6): 


Ipo,na,y) 
aa 7 Ay) 


für k— 0 und für ein beliebiges, streng im Innern von @ liegendes Teilgebiet: a. 
Die Übertragung dieser Gleichung auf das Gebiet @ erfordert kompliziertere 
Überlegungen [33]. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann der’ Koordi- 
natenursprung in das Innere von @ verlegt werden. Wir bezeichnen mit 6% 
die Bereiche, die aus G mit Hilfe der Ähnlichkeitstransformationen mit den 
Koeffizienten E 
k 
k—ı’ en 2, ER 

in bezug auf den Ursprung entstehen. 

Die Transformationsformeln der Koordinaten sind 


k k 


’ f 


A er ee Mare 
und jeder Funktion f(x, y) € L,(G) entspricht eine Funktion 


RE Er ACH 


und umgekehrt. Die Funktion o(z, y)e L,(6) besitze eine vVerallgemeinerte 
Ableitung I-ter Ordnung x(x, y) € L,(@) im Sinne der zweiten Definition. Für 
eine I-mal stetig differenzierbare Funktion vr, y) eilt 
Oy = k Lolyı(ar, Y 2 
Och Oya \k— 1) Only" 
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Aus der Gleichung 


Je De andy = (1) | Szes u) u, 1) de ay 
@ 


erhalten wir durch Variablentransformation 


Ayla’, y') Pr ge 
(5) [mes Yy) Den öy a N | [ze vn, n)ar dy . 


Daraus folgt: p,(x, y) besitzt im Sinne der zweiten Definition die verallgemei- 
nerte Ableitung (7 -) XrlX, Y) - 


'Wir zeigen: Bei A — er die Funktionen @,(#, y) in G@ im Mittel 
1 


Opıl, Y) . 
Oxhı Oyle 


gegen o(z, y) und die Funktionen im Mittel gegen 


En 
Oclı Ayla ' - | 
Die Gleichung 


JJpe nie? ana [ [|ne -ole-5.% 4)" dedy 


erweist sich als richtig, und die Tatsache, daß das Integral auf der rechten Seite 
der Gleichung gegen Null strebt, ist nichts anderes als die Stetigkeit im Mittel 
von o(&,y) € L,(@). 

Weiter gilt 


ALL 


play) Oyul, y) 1p 
Dad Ayla Osckı Ayla "de a) 


u ( | a (=) au, y) i de a)” 
i Fee -7 9-4) de)” 
+ (I Fit n-rl@-2,v-2f nn 


Der zweite Summand rechts strebt wiederum infolge der Stetigkeit im Mittel 
von x(z,y) gegen Null.!) Was den ersten Summanden betrifft, so strebt der 


k— ı\ s 
Faktor|1 _ )] gegen Null, und die in ihm enthaltenen Integrale sind 


IA 


k s 
insgesamt beschränkt, da sie die Normen der Funktionen y,(z, y) darstellen, 
die eine im Mittel konvergente Folge bilden. 
Da bei jedem festen k @ c G, ist, gilt nach dem oben Gezeigten für k—0 
ine 


pn,ny) _ pn, y) 
Pr, n(%; Y) =. PX, Y); dxlı Oyle Dach Oylı . 


?) S. Anhang I. 


$5. Verallgemeinerte Ableitungen und SoBoLEwsche Räume 13 


Andererseits wurde eben gezeigt, daß bei k— ooin G 


prix, y) 
PN PS Y): Zaı aym > KR 9) 


gilt. Hieraus schließt man leicht auf die Existenz einer im Mittel im Gebiet @ 
gegen o(x, y) konvergierenden Folge von !-mal stetig differenzierbaren Funktio- 
nen {9,, 1.(%, y) }, deren Ableitungen I-ter Ordnung gegen x(x, y) konvergieren, 
d.h., x(z, y) ist eine verallgemeinerte Ableitung im Sinne der ersten Definition. 

Die zweite Definition der verallgemeinerten Ableitung führt zu folgendem: 


a) Wenn 


plz, y) Okylz, y) 
vr, Y) = Ich Oylı > ( D Y) = Dakı Oykz 


ist, so gilt 
Orkoplz, y) 
2® Yy) = Och tkı Oylatkı a 


b) die verallgemeinerte Ableitung hängt nicht von der Reihenfolge der 
Differentiation ab, 

c) die verallgemeinerte Differentiation ist eine distributive Operation. 
Man kann weiter zeigen, daß für die verallgemeinerten Ableitungen die 


Produktregel der Differentiation gültig bleibt. 


Die Gleichungen von 8. L. SogorLew. Die Existenz der verallgemeinerten 
Ableitung folgt nicht aus der Existenz der Ableitung fast überall im gewöhnlichen 
Sinne. Das zeigt folgendes Beispiel (S. L. SoBoLzw): 

o(z) sei in dem Intervall [0, 1] gegeben und besitze dort die verallgemeinerte 
Ableitung y(®). Dann gilt für eine beliebige stetig differenzierbare Funktion 
(x), die einschließlich ihrer Ableitung in den Endpunkten des Intervalls ver- 
schwindet, 


Se) ) ya) de = - [ne y 


62 
Es sei o(@) = [ y(E) dE. Offenbar gilt dann 


a 


b b 
= [x«) y(x) de = f w{x) px) da 


und danach 
b 
Spt) — w(e)] y’(@) de = 


Da nun y(x) eine beliebige, in den Endpunkten des Intervalls verschwindende 
stetig differenzierbare Funktion ist, folgt aus der letzten Gleichung 

ya) = wl@) + c,| 
und da w(x) ein unbestimmtes Integral einer summierbaren Funktion ist, muß 
(2) absolut stetig sein. Um nun auf das verlangte Beispiel zu kommen, genügt 


6 ZLjusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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es, eine beliebige, nicht absolut stetige Funktion zu nehmen, die fast überall 
eine Ableitung besitzt. 

Es ist leicht, ein Beispiel einer Funktion anzugeben, die eine verallgemeinerte 
Ableitung höherer Ordnung besitzt, für die jedoch keine verallgemeinerte Ab- 
leitung niedrigerer Ordnung existiert. 

Es sei 

Fa, y) = fie) +) 
fix) besitze keine verallgemeinerte Ableitung. Dann besitzt offenbar F(x, y) 
keine verallgemeinerten Ableitungen erster Ordnung. Dennoch besitzt F(x, y) 
eine verallgemeinerte Ableitung zweiter Ordnung. Tatsächlich gilt für eine 
beliebige Funktion y(x, y) mit den erforderlichen Eigenschaften 


0% 
[ren an, war = | Set + | [ro Yan dedy. 
@ @ 


Es gilt aber 
dx d ad d Brei, 
7 « ‚- [me g .- [ie JE Jmc: Fu 


oz 


weil 9%, 9(®)) = PX, Pılx)) = 2 ist, ob 9x) und 9,(x) die Ordinaten- 
grenzen des Gebiets @ darstellen. Analog ist j ; se 


u 
Sfr 2a, au = 0 
@ 

und deshalb 


02 r 
. @ 


d.h, u dy existiert und ist identisch Null. 

Bedeutend tieferliegend ist folgende Tatsache: Wenn die Funktion f(x, y) 
€ L,(@) alle verallgemeinerten Ableitungen I-ter Ordnung besitzt, so existierten 
auch alle verallgemeinerten Ableitungen (2 — 1)-ter Ordnung. Der Beweis 
dieser Tatsache bedarf einiger vorbereitender Betrachtungen. 

u(z, y) und seine Ableitungen bis I-ter Ordnung einschließlich seien im Gebiet 
@ stetig. Wir leiten die Integralformel von S. L. SoBoLEw her, die die Funktion 
u(z, y) durch ihre Ableitungen !-ter Ordnung ausdrückt. Dazu betrachten wir 
in der Ebene zwei Punkte P(@,y) und Q(&,n) (Abb. 2). Wir bezeichnen mit r 
den Abstand zwischen diesen Punkten und mit 9 den Winkel zwischen dem 
von P nach Q laufenden Radiusvektor und der positiven x-Achse. Wir finden 
dann 


E=x-+rcosd, DIE 
Daher ist 


WEN) =ule-+rcosd,y-+ rsin 0) Zul y,r, 6) 
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oder kürzer . 

wWQ)=v(P,r,®). 
Dann gilt 

v(P,0,0)=uP). 


Wir wählen einen inneren Punkt von @ als Ursprung eines kartesischen Koor- 
dinatensystems. K, sei ein Kreis um diesen Punkt, der ganz im Gebiet @ 
liegt, und R der Radius dieses Kreises. Wir bilden die Funktion 

RE 
te Te <R rn. 
0, .. wenn r>R 
. Die Konstante c wird so gewählt, daß 
BE Sord dein =1 


ist. wz(Q) ist unendlich oft EN Wir wenden nun die partielle 
Integration. auf das Integral 


IR 2) or) dQ 


an. P(x,y) sei ein anderer Ponkt des Gebietes @. Wir ersetzen im Integral 
u(Q) durch v(P, r, 0), &2(@) durch xx(P, r, 9) und gehen zu Polarkoordinaten 


Abb. 2 


über, deren Zentrum in P liegt und deren Polachse von der x-Achse gebildet 
wird. So erhalten wir 


SS orte) «Q) )dQ = Sf oxt Q uQ)dQ = LT ul, 0)0P.» 0 ea 


= fao [ we, r,.0) xr{P; r, 0) r dr . 
ö R) 
Faktisch sind alle auftretenden Integrale eigentlich. Wir bezeichnen 


— fo xn(P, o, 0) de 


6* 
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mit x(r). x({r) ist die Stammfunktion von ryz(P, r, 0), und durch Ausführung 
der partiellen Integration für das innere Integral erhalten wir 


1. @z(Q) v(Q) dd = ee r, 0) x(n))? — Part mnaao 
| — Flranfaus oe, 0 | “20 
If wenn forue: en dd. 


Nun ist v(P,0,0)= u(P), 


roxo 


SexntP.e. 9) dodd iR or[9)A=, 


a u S 


und wir finden 


up) = [ [ #0) on) dQ / r man | ’ e xn(P, 0, 6) ielrara0 
en @ RSr 0 0 r 
m /[w® )o2(0)dQ er en ‚B, no. 


Zur Abkürzung setzen wir 


= 0 XcP, 0, 9) de = C(P, Q) 


und bekommen 


u(P) = HE aeanıaı [Elan 10. 


Or r 


Die Funktion O(P, Q) ist offensichtlich für P, Qe @ beschränkt, und man sieht 
leicht, daß sie bei P + Q stetig ist, aber bei P— Q verschiedene Grenzwerte 
in Abhängigkeit vom Winkel 0 annimmt. 

Wegen 


u ou 
Gr — 3 cos (r, x) + or 05 (r, Y) 


nimmt die vorhergehende Gleichung die Gestalt 


njw [u on) a0 + J Hase, 05 + Ar, oylae m 
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an. Hierbei hat A®,(P, Q); i,, i, = 0,1, die Form 


AD P: 0) — —.B9 „PB; Q) B 


wobei die BO,(P, Q) beschränkte Funktionen sind. 
Die hergeleitete Formel wenden wir auf die Funktion «(P) anstelle auf 


0 d 
deren partiellen Ableitungen 2, und z, an. Wir erhalten 


nn: 0n(Q job ae () 


= [[ouano + [fo 


Setzen wir die Ausdrücke (8) und (9) für die Ableitungen in Gleichung (7) ein 
vertauschen wir die Reihenfolge der Integration und führen wir die Bezeich- 
nungen 


,agalao. © 


F ei AB (P,Q)dQ= HP, (10) 


2) ( ? Es 
SS Aulı I $) Ay j ACH Q) iS = Ay la-H15 


‚(P, ©) Al) 


ein, so erhalten wir 


ad op af ad 
= | [we Pe in! er on9) 40 


AMP, Q d 
eh H Era = en 


(Hier kennzeichnet 3% die Summe über alle Indexwerte l, und l, von 0 bis k 


L+l=k 
unter der Bedingung ,+l,=k.) 
In der Weise fortfahrend gelangen wir zu der Formel 


up) = | " (0) @n(Q) dQ 
@ 


+ 3 on) J [la ont) a0 


En 


+ 3 OP) | Saar ex ® a0 


L+h=2 


ot—-1u 
Yet N NP A ramene dQ 


L+l,=i-1 


+ A®,(P, Q) dd 
al F 2 errz er 


und zu Ausdrücken für C}}} (P) und A|" (P, Q), die analog zu (10) und (11) sind. 


78 Bu Kapitel II. Lineare normierte Räume 


Aus den Gleichungen (10) und (11) kann man die Ungleichung 
APP, Q)| salnr + 
für A», ‚(P, Q) herleiten. Dabei sind a und $ Konstanten, und die Funktionen 
Am (P, Q) sind für k > 2 beschränkt sowie bei P # @ stetig (s. z. B. [22]). 


Ay L, 

Die Funktionen co) (P) sind im Gebiet @ stetig. 

Da die Funktion &;(Q) unendlich oft stetig differenzierbar ist und auf dem 
Rand von @ verschwindet, entsteht durch Anwendung der Greznschen Formel 


on 
[Tara ona a0 = [Ju aan 0: 


und wir gelangen zum endgültigen Ausdruck 


De EIDERGE 


. dw 
op ( R 
eL RA er ) Ga öye dQ 
720) 
ca) R 
a vn u) J IE AO) Gay Oyl: en 
T = ” L 2,0 io „(P) is 0 I: dQ 


A» (P, d 
ee au ® — Fr Q. 


In einer etwas anderen Form und für einen allgemeineren Fall wurde diese 
Gleichung von 8. L. SoBoLEw aufgestellt [34]. 

Um diese Gleichung auf Funktionen auszudehnen, die keine gewöhnlichen, 
wohl aber verallgemeinerte Ableitungen. besitzen, benötigen wir das folgende 


Lemma 3. Sei A(P,Q) eine Funktion der Gestalt 


APQ=- 


oder 


A(P,Q) = B(P,Q) («nr -+ß), 


wobei B(P, Q) eine beschränkte meßbare Funktion ist. Es sei v(P) = f [ A(P, Q) 
x u(Q) dQ. Dann folgt aus der Konvergenz im Mittel von u 


u.(P) -— Pl, > 0 
die Konvergenz im Mittel von 
Io(P) — vll, 0. 
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.Für den ersten Fall gilt 
ont?) — up] SM SS nl) — U] r*aQ 
=M SS [nl — uQ)| =? HR aQ 


SU SO) — ua ao (Sfr ag". 
Hier ist 
M = sup |B(P, Q)- 


Das Einführen von Polarkoordinaten mit dem Pol in P bringt uns 
(I ri aay“ < (And); 
d ist hierbei der Durchmesser des Gebiets G. Also ist 
(P) - viP)| <= M (ar are! [n() — ua) rt aay”. 
Daraus folgt 
| SS IP) pp AP <U@napt SS LLS na) — uQ)P 7 dQ) ap 


= M@mapr) f{lQ) — ug) 2R fe a2)0 i 


Wiederum wird, wenn man FOIBERDONC LE IEN einführt, jetzt aber mit dem Pol 


in @: 
IfrtaPp <2nd. 
@ 


Also ist 
v2 : 
[[lentP) — PP AP < M Oma)‘ = SS) ap do, 02) 


und das Lemma ist bewiesen. Analog verläuft der Beweis für die Funktion 
A(P, Q) der zweiten Form. 

Jetzt besitze die Funktion o(P) alle verallgemeinerten Ableitungen I-ter 
Ordnung. Es gibt eine Folge !-mal stetig ren Funktionen en 


derart, daß Pm(P) im Mittel gegen o(P) und — x s SE im Mittel gegen u 


für alle ,,, = 0,1,...,,h,+%,=1, konvergiert. Nach der Gleichung von 
SOBOLEW ist 


Om(P) nn 2,2 ur op Font x ) Sc dus Er dQ 


o 
2 z/, APP, Oz aQ. 
LK+b=! - 


Dach Oyle 
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Auf Grund des Lemmas können wir unter den hier auftretenden Integral- 
zeichen den Grenzübergang ausführen und bekommen 


1-1 
0% _FoR 
vn [mon e 
uk: ve AD Zangen Oyl 


Ss [ ; AP, O0 (3) 


Damit ist die Gleichung von SosoLew auf Funktionen aus dem Raum WW 
ausgedehnt worden. 


Ra, 


A 
u 


Der Einbettungssatz. (Satz von 8.L.Sobolew.) Der Raum ww” ist bei 
beliebigem k <1 eingebettei in dem Raum wd, d.h., eine beliebige Funktion 
oz, y), die alle verallgemeinerten Ableitungen I-ter Ordnung besitzt, hat bei k < I 
auch alle verallgemeinerten Ableitungen k-ter Ordnung, und es ist 


el» = 0% |ellw®. 


Sei plz, y) e W9 und {p,(x,y)} eine Folge I-mal stetig differenzierbarer 
Funktionen derart, daß 


d! Pn 
RENTEN a 


pn 


in bezug auf die Metrik des Raumes L,(@) vorliegt. Wir wenden auf —,—,, an Ay 


die Integralformel von SOBOLEW an: 


rl EN nd. 
Oxkı Oxkı Aylın rl nn -_. uf 2 n bla Oakıtlı Oyfatla 


Wir formen das erste Integral nach der Grzenschen Formel um: 


d- Ip, SI z,S Ion 
— (— 1-1 + Ayı(P, Q) = Tr 40. 
dakı 9 Oyke ei Du De Oxkı an dQ ee I „e 0) dxkatlı Oyhatl Q 
(14) 


Vermöge Lemma 2 strebt die rechte Seite der Gleichung (14) gegen einen 


Grenzwert 


NP gr luke+l) ! 
n- [nos rl AR, gen aq. (18) 


Das aber bedeutet 
Zp(@) 


Pnl®, y)- en plz, y) 


und 


ADon La, 
Ich dyh x; y. 
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d. h., x(z, y) ist eine verallgemeinerte Ableitung (2 — 1)-ter Ordnung der Funk- 
tion p(z, y). Die Existenz der verallgemeinerten Ableitungen (l — 1)-ter Ord- 
nung ist damit bewiesen. 

Aus der Existenz der verallgemeinerten Ableitungen (l — 1)-ter Ordnung 
folgt seinerseits die Existenz der verallgemeinerten Ableitungen (l — 2)-ter 
Ordnung usw. Der erste Teil des Satzes ist hiermit bewiesen. 

Wir ziehen Gleichung (15) heran, die die (? — 1)-te verallgemeinerte Ab- 
leitung durch die !-ten verallgemeinerten Ableitungen und die Funktion selbst 


ausdrückt: 
dp de ie Yon; 
Zu N) N Ga äyın O 


do 
3. Ay, bz PO) Sr ae Oakı tl Oylatlı 49. 


7024 u 


Benutzen wir noch die offensichtlich richtige Ungleichung 


++ +aP<watat +), m>0, 
o-in 


. so erhalten wir 
B% 
= Zu a0] Oxkı Oylee “ey 


19 
dp a 
+2. (I Au (Bo Oackı + ya | .e) } 


Oachı Aylın 
Vermittels der Hönounschen Ungleichung erkennen wir 


(J PQ)| 


wobei « eine Konstante ist. Die nochmalige Anwendung der Überlegungen 
des vorigen Lemmas ergibt die Abschätzungen 


Jane o far 


die af), sind ebenfalls Konstanten. 
Diese Ungleichungen führen uns zu 


in. "ap < uf fi (Pag + 2) 
<bh [ I Ir(a)r dQ en a [ ana) 20 


Amp 
De Oyka 


0) <a J ro) ao, 


9 
do; 


m rt lz Oatıtl 0 a4 be 
Y Y 


1 
Oak Aylı u 


er m 


. 
a 
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Diese Ungleichung, über alle Ableitungen (2 — 1)-ter Ordnung summiert, liefert 
bei passender Wahl der Konstante 


Jfmarse+, ZS/ 
se mars, Z, 2 N 


Hieraus ergibt sich die gewünschte Ungleichung 


ip 
Dan Öyrke Oyks 


ed 


5 


oz ern 


Iollwe-» = 4 Ilellwo. 


Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 
Eine vollständigere Formulierung des Einbettungssatzes von SoBoLEWw findet 
man in |34]. 


KAPITEL II 


LINEARE OPERATOREN 


Eine der wichtigsten und am besten untersuchten Klassen von Operatoren 
ist die Klasse der in linearen Räumen definierten linearen Operatoren. 


$ 1. Lineare Operatoren 


Definition. Es seien zwei lineare Räume H, und E, gegeben, die beide reeil 
oder beide komplex sind. Ferner sei ein Operator y = A(x) gegeben, der auf 
E, definiert ist und dessen Wertebereich in E, liegt. Wir schreiben auch 
y,= A x. Der Operator y = A x heißt linear, wenn gilt: 


1. A ist additiv, d.h., für alle x, und x, aus E, ist 
Aa +S)=-Anr + Am; (1) 


2. der Operator A ist homogen, d.h., für jedes ve E, und eine beliebige 
reelle bzw. komplexe Zahl} (je nachdem, ob E, reell bzw. komplex ist) ist 


Ala)=AAz. 


Im folgenden bezeichnen wir mit (E,— E,) die Menge aller linearen stetigen 
Operatoren, die E, in E, abbilden. 

Offenbar bedeutet im Falle eines metrischen Raumes die Stetigkeit von 4, 
daß es zu jedem &> 0 ein solches 6 > 0 gibt, daß die Bilder aller Elemente 
der Kugel $(z, 6) in S(Az, e) liegen. 


Beispiele. 1. Wir betrachten eine quadratische Matrix n-ter Ordnung (@;g)i,&=1,...,n- 
Die Gleichungen 


Fr N 
mel, i=lL2...,n, 
K=1 


definieren offenbar einen Operator A, der ein Element x == {&.... .,&,} des n-dimen- 
sionalen euklidischen Raumes HE, in ein Element y= {n»:--:, 7m} desselben Raumes 
überführt. A ist ein linearer stetiger Operator. 

Die Additivität von A folgt aus der Gleichung 


2) 


Rn 1 N 1 N 9 , . 
Zur +)- Yan + aa, Es 
—=1 k=1 k=1 


die zu 


Ady+m)=4Am+Am 
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äquivalent ist. Die Stetigkeit folgt aus 


N / N ” 2 n 9 
Ei - MS) SE | SE -&), 
i=1 i=1k-1 k=1 
was man mit Hilfe der SchwaArzschen Ungleichung erhält, wobei 


( (m) 
Im = {>} > Ym = AR = 0% } »  Im%, 
vorausgesetzt wird. 
2. Wir setzen 


y(s) = (x, Ext) dt. 
0 


Dabei ist K(s, £) eine im Quadrat O<ss1,0<t<1 stetige Funktion. Ist z(t) e 0 [0, 1], 
so ist offenbar auch y(s)< C [0,1]. Folglich bildet die Operation y= A x den Raum C[0, 1] 
in sich ab. Wie man leicht sieht, ist A ein linearer stetiger Operator, denn es gilt 


1 
%) A +2) = F Kst) ml) + mi)] di 


3 1 
= [Ks,t)uf)d+ [Kt)zlt)d=- Am + Am, 
0 0 


und die Additivität ist erfüllt. 
ß) Die Homogenität von A ist evident. 


Y) {&7()} möge im Sinne der Konvergenz in 0:[0,1], d.h. gleichmäßig auf [0, 1], gegen 
x(t) konvergieren. Da man im Falle der gleichmäßigen Konvergenz unter dem Integral- 
zeichen zur Grenze übergehen kann, ist 


1 1 we 
lim [ Ks, 1) 2,(t) di = [ Kis, t) zit) dt, 
n 0 0 f 
d.h. im A, = Az, und die Stetigkeit des Operators A ist bewiesen. 
N 


3. E sei die Menge der Funktionen, die auf einer geschlossenen ebenen Kurve I!’ mit 
stetiger Krümmung definiert und stetig sind. Die Metrik sei durch die Gleichung o(z, y) 
= max |x(f) — y(t)| gegeben. Es sei ferner E, ein Raum von Funktionen zweier Veränder- 

Fu 


licher, die auf dem durch die Kurve I’ begrenzten Gebiet @ definiert und stetig sind. Hier 
sei der Abstand durch die Gleiehung g(w, v) = max |u(£,n) — v(&,n)| definiert. Jeder 
: E,n)e@ 

Funktion x(f) € E ordnen wir diejenige Funktion er " € E, zu, die Lösung des DIRICHLET- 
schen Problems für das Gebiet @ ist bei der Randbedingung x(t). Bekanntlich ist diese 
Aufgabe unter den gemachten Voraussetzungen eindeutig lösbar. Diese Zuordnung definiert 
eine gewisse Operation u —= Ax. Auf Grund der bekannten Eigenschaften harmonischer 
Funktionen ist A ein auf E definierter linearer stetiger Operator mit einem in E, gelegenen 
Wertebereich. 


4. Es sei E= (0[0,1]. Wir betrachten in diesem Raum den durc 


t 

yE) z ze) dr 
definierten Operator A. Offenbar ist A ein linearer Operator, der auf ganz E erklärt ist. 
Ferner sei durch 


d 
=) 
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auf E ein anderer Operator B gegeben. B ist nicht für alle x(f) e C[0, 1] definiert, und wenn 
Bx existiert, so ist nicht immer y(f)e C[0,1]. Wenn man jedoch als Definitionsgebiet 
von B die lineare Mannigfaltigkeit aller Funktionen verwendet, die stetige Ableitungen 
besitzen (diese Funktionen liegen überall dicht in C’[0,1]), so ist der Wertebereich von B 
ebenfalls in C [0, 1] enthalten. 

Der Operator. B ist offenbar additiv und homogen. Er ist aber nicht stetig, da die Ab- 
leitung eines Grenzelementes einer gleichmäßig konvergenten Folge von Funktionen nicht 
gleich dem Limes der Ableitungen dieser Funktionen zu sein braucht, selbst wenn alle 
diese Ableitungen existieren und stetig sind. 

Einfachste Eigenschaften linearer Operatoren. A sei ein linearer stetiger 
SDR Wir setzen 2=&£+JÖ{, dann ist &=x—£. Man erhält Ax = 


= AE+AC=-AEH Alm — E), und daraus folst 
| Heer ar | (2) 
Setzt man in (2) x = £, so ergibt sich: 
A0)=Axr—- Axr=0. 
Setzt man in (2) x = (0, so erhält man 
AA, 


Satz L. Es sei A ein additiver, auf einem reellen linearen Raum FE, definierter 
Operator, dessen Wertebereich in einem reellen linearen Raum E, gelegen ist. Ist 
A in einem Punkt x, € E, stetig, so ist A auf dem ganzen Raum E,, sielig. 

Es sei x ein beliebiger Punkt aus E,, und es konvergiere 2,— x. Dann kon- 
vergiert &, — & + %,— %, und da A im Punkt x, stetig ist, gilt 


im Aa, —- 2 +2%)= 4%: 


Es ist aber 


A, —-+2)=4Am -Axrx-+4Am 
wegen der Additivität von A. Daher eilt 
im A, -Ax +4, = AR 


Rn 


und daraus folgt 
im A,=Ax. 
Rn 
Satz 2. Ein auf einem reellen Raum E, definierter additiver stefiger Ope- 
rator A ist homogen. 
Es sei zuerst = n eine natürliche Zahl. Dann ist 


Alns)=Akc+xr +... +2)=Ar+Arı+:- - +Ar=nie. 
Ist = m eine negative ganze Zahl, dann gilt 
Alma)= —- A(-m)=—- (- m)Ax=mix. 


mM 5. er ” . 
Wenn t = —, eine rationale Zahl ist, so erhalten wir 


le ee, 
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N 
Wir setzen en & Dann istz=nE und 


As=Amd-nAs=nAlre), 


; 1 
daraus folgt A (+ =) = Ax, also gilt 


al“ )= mal, e) a 


Nun sei schließlich t eine beliebige. reelle Zahl. Es braucht wur der Fall 
eines irrationalen t betrachtet zu werden... Es gibt eine Folge rationaler Zahlen 
{ra}, für die lim r„ = t ist. Folglich ist im r„x = tz, und da A stetig war, gilt 


Aliz)=4Allimr,x) = im Alr,s)=Iimr,Ar=tAx. 
nr n RN . 
Der Raum der Operatoren. In der Menge der linearen stetigen Operatoren, 
die auf einem linearen Raum E, definiert sind und deren Wertebereich in einem 
linearen Raum E, gelegen ist, kann man algebraische Operationen einführen. 
A und B seien solche Operatoren. Wir definieren die Addition durch 


(A+Bxe=4Ax+Bx 
und die Multiplikation mit einer Zahl durch 


Die betrachtete Menge von linearen Operatoren ist bei dieser Definition ein 
linearer Raum, denn es sind alle erforderlichen Axiome erfüllt. Das Null- 
element dieses Raumes ist derjenige Operator 0, für den bei beliebigem x € E 
gilt: 0x = 0. Wir sagen, daß eine Folge A, von aan gegen den Ope- 
rator A konvergiert, wenn für jedes x e E, gilt 


lim A,2e = Ax. 
n 


Wir schreiben dafür A„— A. Den Raum der Operatoren werden wir später 
unter ergänzenden Voraussetzungen über Z, und E, noch eingehender be- 
handeln. j 

Der Ring der linearen stetigen Operatoren. Wir betrachten jetzt zu einem 
linearen Raum E die Gesamtheit (E— E) aller linearen stetigen Operatoren, 
die E in sich abbilden. Diese Operatoren bilden, wie oben gezeigt, einen line- 
aren Raum. Wir definieren das Produkt zweier linearer Operatoren A und B 
aus (E— E) durch 

(ABz=4A(Be). 


Wie man leicht sieht, ist dies wiederum ein linearer stetiger Operator. Durch 
Induktion. definiert man das Produkt endlich vieler linearer Operatoren. Spe- 
ziell schreibt man 

AA=A?%, PA=A,,.... 
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Man erkennt leicht, daß (ABC =A(BC), (A-B)C=4AC+ BC und auch 

0(A+B)=CA-CBoegilt. Ferner existiert ein durch /x = x für jedes x 

definierter Einheitsoperator I. Für alle Operatoren A gt ATI=IA=A. 
Also bildet die Menge (E— E) einen Ring mit Einselement, der nieht kom- 
mutativ ist, da im allgemeinen AB£ BA ist. 


Beispiel. Es sei #= 0 [0,1]. Wir betrachten die Operatoren 


1 
y(s)= f stal)d=Ax md ys)=sa()=Be. 
0 
Dann gilt j 
1 1 
ABz= [ stief)d=s [ Ral)di, 
ö 0 


1 1 
BAx=s[f stxtt)d= 8? [ tal) di. 
ö ö 
Alsoist ABABA. 

Grundlegend ist der Begriff des inversen Operators. Analog zur Definition 
des inversen Elementes in einem Ring heißt ein linearer stetiger Operator B 
linksinvers zum linsaren Operator A, wenn BA=J ist. Entsprechend heißt 
ein linearer stetiger Operator Ü rechfsinvers zu A, wenn AU =J/ ist, Besitzt 
der Operator A die Linksinverse B und die Rechtsinverse €‘, so sind diese gleich, 
denn es gilt 

B=B(A0C)=(BA)C=C. 


In diesem Falle sagt man, der Operator A besitze einen inversen Operator, und 

man bezeichnet diesen mit At. Wenn also A-! existiert, so ist AA != 

= 4-14 =]. Zum Begriff des inversen Operators kehren wir später zurück. 

PETERS EZB Daersr: 

Funktionen eines Operators. Der Operator A"—= 4A-A...A stellt das ein- 

iachste Beispiel einer Operatorfunktion. dar. Sie ist ein spezieller Fall einer all- 
gemeineren Funktion, nämlich eines Operatorpolynoms 


P,A)= WI +mMA+ WA... 40,4”, 


Man kann auch noch allgemeinere Operatorfunktionen f(A) betrachten. 


Es sei beispielsweise Z ein n-dimensionaler Vektorraum und A ein Operator, der Z in 
sich überführt und durch eine symmetrische Matrix X gegeben ist. Mit Hilfe einer unitären 
Transformation I bringen wir die Matrix X auf Diagonalform 


A=UAUT,, 
d.h. 

AM 0 0...0 

0 20...0 
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fit}; sei eine beliebige Funktion einer reellen. Veränderlichen t, definiert auf dem nen 
[m, M] mit m = = A,undM= sup Ay. Wir setzen 


fi) 0 16 ..0 
fü) = 2 ie 

0 “0 0. .. Say) 
und 


a) = UTfdu. 


So wird jeder auf [m, M]} definierten Funktion fff) einer reellen Veränderlichen ti eine Funk- 
tion f{X) der Matrix W zugeordnet. Offenbar entspricht der Funktion f(t) = 0 die Null- 
matrix, der Funktion f(f) =1 die Matrix € und der Funktion f(f) = 1” die Matrix A”, 
Ist ferner ft) = fit) + ft), so st [WM FM +52, und ist lt) = fi) Felt), so ist 
EM = FU FlM:. Diese Gleichungen folgen aus den für beliebige Matrizen ® und & 
geltenden Beziehungen j 

UBSOUT=-UBUT-UENT, 


USHOUT-(UBUHYMENY 
A =AN+FA, AAN =fA KA: 


Man kann die Theorie der Funktionen von Matrizen auch anders aufbauen, indem man 
von Polynomen von Matrizen zu Potenzreihen von Matrizen übergeht. Auf diesem Wege 
kann man jedoch nur analytische Funktionen einer Matrix definieren. Weitgehende Unter- 
suchungen in dieser Richtung hat A. I. LArpo-DAnıLzewsK1J durchgeführt. Diese "Theorie 
der analytischen Funktionen von Matrizen wurde bei Untersuchungen von Differential- 
gleichungssystemen benutzt [21]. Die Konstruktion von Matrizenfunktionen durch Reduk- 
tion der Matrix auf Diagonalform wurde für unendliche Matrizen, und dann für beliebige 
selbstadjungierte Operatoren im HıLgertschen Raum in der Spektraltheorie durchgeführt 
(siehe $5, Kap. VII). 

Als zweites Beispiel betrachten wir Differentialoperatoren. Es sei E= C[0,1] und 
D = djdt der Operator, der jeder stetigen differenzierbaren Funktion x(t) die Ableitung 
dieser Funktion zuordnet: 


und 


Dei) = er A 
dt 
Für n-mal stetig differenzierbare Funktionen hat 
da d’x d"x 
P,(D) alt) = apa) +, + ga +" + nm 


einen Sinn. Dabei ist P,„(s) ein beliebiges Polynom n-ten Grades vom Argument s. Für 
unbeschränkt differenzierbare Funktionen ist 


2 DR x{i) = P> AR Fer 


sinnvoll, wenn nur die auf der rechten Seite stehende Reihe konvergiert und ihre Summe zu 
C[0, 1] gehört. Speziell gilt dies, wenn x{t) ein Polynom vom Grade m ist, da dann D* x(t) = 0 
ist für n > m, und die Reihe zu einer endlichen Summe wird. 

Polynome des Differentiationsoperators finden in der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen Anwendung. Das einfachste Beispiel einer solehen Anwendung ist die soge- 
nannte symbolische Methode zur Lösung von Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 
Tieferliegende Anwendungen von Funktionen des Differentiationsoperators auf gewöhn- 
liche und partielle lineare Differentialgleichungen findet man in der sogenannten Operato- 
renrechnung [3]. 
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Formale Operationen mit Reihen und den mit Hilfe von Reihen definierten Funktionen 
des Differentiationsoperators wurden in der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts zur Ableitung 
von Quadratur- und Interpolationsformeln benutzt. Wir erläutern das Gesagte an Bei- 
spielen. 

Zunächst bemerken wir, daß der Operator 

RD: M3.D® hr Dr 


I+khD+ 2 +75 ++ +... ehD 


n! 


bei Anwendung auf eine analytische Funktion x(f) die Funktion x (i + h) ergibt. Es ist 
nämlich 

h? hr 

OH HEN) Heli. 


Bezeichnen wir mit A, den Differenzenoperator zur Schrittweite h, der durch 
net) = (+) — zit) 


ehD x(t) = xt) + haft) 4 


definiert wird, so ist 


e ehD z(t) = x(t + h) = alt) + Ayalt) = (T + An) at) 
oder 


I + A, = ehD . 
Durch formales Potenzieren und Entwickeln in eine Potenzreihe ergibt sich 
kD=ihn(+4)= I (-1e-1—. 
a1 2 


Dies ist die Formel von GrEGoRY, die den Differentiationsoperator durch den Differenzen: 
operator ausdrückt. 
Wir betrachten ferner die Operatoren 


1 
Ja) = fa(i--r)de und EN 
0) i=1 


N 
wobei 3/c; = list. Man überzeugt sich leicht davon, daß man die Operatoren J und 8 
i=1 
als Funktionen des Operators D ausdrücken kann, und zwar ist 


1 
eD — I n ö 
1- [eva = , Se werd. 
5 D = 


Daraus folgt 


2  DeuD 
re EN 419] y' E 
J-S=J[I-J!8]=J f = a 
Durch 
2 682 x z% 
el 2 kt Bu(c) 


sind bekanntlich die BerxovurLischen Polynome definiert. Daher geht die vorige Formel 
über in 


n © Dh 143 © Dk 
i k=0 7° 1 k=1 


i=1 i= 


n N 
weil 2, C; BE) = 7 G= List. 
i=1 i=1 


7 Ljusternik/Sobolew, Yunktionalanalysis 
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Da noch 


JEDE xtt)] = f a) (E + 7) de = aD +1) — ak-D(t) 
1) 


gilt, kommen wir zu der verallgemeinerten EvLer-MAcLavzisschen Summenformel 
1 


fe +r)d = BI 24) — $2: [% 2} 2 [aD (e-- 1) — aD]. 
i=1 


ö k=1 li=1 


Speziell erhalten wir für = 0 
1 


f e)de= I un) L [2 6 Bat | [x«®-D(1) — x&-1%0)]. 
= 


ö k=1 Li=1 


Die hier gebrachte Ableitung der. Formeln von GrEeGorRY und Euter-MAcLAUurIn kann 
für Polynome x(t) als begründet angesehen werden. Die Reihen werden in diesem Falle 
zu endlichen Summen, und alle mit ihnen ausgeführten Operationen sind zulässig. Für 
beliebige unbeschränkt differenzierbare Funktionen bedürfen die Formeln von GREGORY 
und Euwter-MAcLAURIN einer zusätzlichen Begründung, etwa durch die Abschätzung 
von Restgliedern. 


$ 2. Lineare Operatoren in linearen normierten Räumen 


E, und E, seien lineare normierte Räume. Da ein linearer normierter Raum 
ein Spezialfall eines linearen topologischen Raumes ist, behält die früher 
gegebene Definition eines linearen Operators mit dem Definitionsbereich in 
E, und dem Wertebereich in E, auch für lineare normierte Räume Gültigkeit. 
Desgleichen bleiben die im vorangegangenen Paragraphen bewiesenen Sätze 1 
und 2 gültig. 

Da die Konvergenz in E, und E, eine Normkonvergenz ist, bedeutet die 
Stetigkeit eines Operators A in He Falle 


A —-4Ax0 für Im -—ell>0. 


Die in den Beispielen 1 und 2 von $1 betrachteten Operatoren sind lineare 
stetige Operatoren, die die linearen normierten Räume E, bzw. 0 [0, 1] in sich 
abbilden. Der Operator des Beispiels 3 ist ebenfalls ein linearer stetiger Ope- 
rator. Er bildet den linearen normierten Raum der auf /’ definierten und 
stetigen Funktionen in den linearen normierten Raum der im Gebiet @ harmo- 
nischen Funktionen ab. Die Normen in diesen Räumen sind erklärt durch 


all = max |et)| und poll = max [ots n)l- 


Als weiteres Beispiel für einen linearen Operator betrachten wir die unend- 
liche Matrix (a,,,,k=1,2,..., mit 


Dann bildet i-1 en 
= Ye» De 03): SORBRRN 
k=1 


einen auf /, linearen stetigen Operator A. Der Wertevorrat von A liegt in 
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1 1 | 
d,, wo qg durch —-- — =1 bestimmt ist. Durch obiges System wird nämlich 
jedem 2 = {&} el, ein y= {n,} el, zugeordnet, d.h., es ist 
Ac(,„—h): 


Wir zeigen zunächst, daß tatsächlich y el, für x e 2, ist. Nach der HöLper- 
schen oe für Summen haben wir 


< en Zi x r) (£ I) } 


No 
= et 2 2 ult = el 2 X Mut. 
i=l k=1 i=lk=1 


> In. = 


zZ 


Da diese Ungleichung für beliebiges N gilt, können wir zur Grenze übergehen 
und erhalten so 
Iit= & mislielt 2% ar]? <, 
i-1 il kl 
d.h.,esist yel,. 
Wir beweisen nun, daß A ein linearer stetiger Operator ist. Für 
nt jeh ud m={ff}el, 
folgt aus 
z LI 3 a ED PL 770 Ep 73% 
k—1 kl k-1 
die Gültigkeit von 
A(aı + %) =An,+Am, 


also die Additivität des Operators A. Die es dieses Operators ist 
offensichtlich. 
Es seien jetzt 


nu l}ch, = {&}ech, 
Am=y, Az=y, ml}, vl): 


Dann gilt 
© 1/g o| © a\i/g 
vol -(2 In — ne) -(£ Fa — 5) ) 
1 i=1 |k-1 
5} 1 [| © 1/q © 0 1/q 
<(2 IP - &P) (£ 55 ech) = rail B> eu) 
k=1 i=1 k=1 i=1k=1 
und somit konvergiert - 
|\yn — y|> 0 


für ||e. — 2) —0. Damit ist die Stetigkeit von A bewiesen. 

Ein Operator A heißt beschränkt, wenn es eine Konstante M gibt, so daß 
4 a|| < M]||e|| ist für allex e E,. (||A z|| bedeutet hier die Norm im Raum E,, 
||e|| ist dagegen die Norm in E,.) 


7. 
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Ist A beschränkt, so folgt aus der Beschränktheit der Urbildmenge {a} E, 
die Beschränktheit der Bildmenge {Ax)< E,. 
Satz 1. Ein additiver und homogener Operator ist genau dann stetig, wenn er 


beschränkt ist. 
Notwendigkeit. A sei ein stetiger Operator. Wir nehmen an, er wäre 


nicht beschränkt. Dann gibt es eine Folge {x,} mit 


Ali > nr |eall- 
Wir konstruieren Elemente 
= 
nel 
Für £, gilt dann &,— 0, da 
1 1 
IEn!| = al} za|| —y >0 


für n— oo strebt. Andererseits ist 


IS All>t- 


Folglich gilt 

AR+A0O=O. 
Daher ist der Operator A im Nullpunkt nicht stetig. Das widerspricht aber 
der Voraussetzung. 


Hinlänglichkeit. Der additive Operator A sei beschränkt, d.h., es gelte 
Ali Mllel. 
Strebt <«,— x, d.h. |Ie„ — x|| > 0, so gilt auch 
| An — all = | a — a)]| SM fen - 2] >0, 
d.h. Am — Av; folglich ist A stetig. 
Wir beweisen nun ein Lemma, das sich in einigen Fällen als nützlich erweist. 
Lemma. Es sei ein linearer (nicht notwendig beschränkter) Operator A ge- 
geben, der den BanacH-Raum HE, in den BanacH-Raum E, abbildet. Wir bezeichnen 
mit E,„ die Menge derjenigen x E, für die gilt 
dealsnlel. 
Dann ist 


E, = UM, 


ui. ne eine der Mengen E, ist Überall dicht. 

Zunächst einmal ist keine der Mengen E„leer, daz.B. gilt 0e 5, ‚für jedes n. 
Außerdem gehört offensichtlich jedes ze Ex # 0, zu einer der Mengen E,. 
Um das zu Be genügt es, für n die kleinste ganze zn zu wählen, die 


— T ist. Bra gilt 


größer als 
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Da der ganze Raum E, nicht die abzählbare Summe von nirgends dichten 
Mengen sein kann (Satz 3, Seite 26), ist mindestens eine der Mengen E, 
nicht nirgends dicht. Folglich existiert eine Kugel $(x,, r), in der S(&, r) N E,, 
überall dicht ist. u 

Wir betrachten eine Kugel $(x,, r,), die ganz im Innern der Kugel $(x,, r) 
liegt und für die x, € E,, ist. x sei ein Element mit der Norm |[x|| = r,. Dann 
gilt x, + x e S(z,, r,), denn es ist 

a +)-al=n- 


Wegen S(x,, r,) c E„ existiert eine Folge {z,} von Elementen aus S(x,, r) NE,» 
für die 2 —%, +x geht für k— 00 (diese Folge kann stationär sein, wenn 
%, + xeE,, ist). Folglich gilt 

= ME. 
Dabei darf man annehmen, daß 


Y- 
Te ze| 


ist, denn es gilt 2,— x und ||e|| = r,; außerdem ist ||«,|| < r,. Da z, und ©, 
zu E,, gehören, gilt 


A| = 4% Am sd + Anl 


(|| + Il) - 
Ferner ist 
ze] = Ir + ill = Ieell + all sr + Ieill.- 
Daraus folgt 


2%(r,+2 1a, 
All Sm + 2 el) Sell. 


Wir bezeiehnen mit n die kleinste ganze Zahl, die größer als 
20 (r, + 2!) 
ee 
ist. Dann ist 
dal=n ll 


und daraus folgt, daß alle x, zu E,„ gehören. 
Jedes Element x, dessen Norm r, ist, kann man also durch Elemente aus E, 
approximieren. Es sei nun x ein beliebiges Element aus E,. Wir betrachten 


das Element 


x 
S-hm 


Es ist 
IE | =Nn. 
Nach dem, was schon bewiesen ist, existiert eine Folge {£,}c E,„, die gegen & 
konvergiert. | 
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Dann silt 
Bee kl, 
el I 1 al 
All = ass len Till. 
Daraus folgt 
In € E, . 


Demzufolge ist E,„ überall dicht in E,, und das Lemma ist bewiesen. 
Während in einem BanaAcH-Raum ein linearer Operator im allgemeinen un- 
stetig sein kann, ist in einem endlichdimensionalen Raum jeder lineare Ope- 
rator stetig. 
Zum Zwecke des Beweises wählen wir in E eine Basis &,,..., &". Wir können 


Fl N 
dann jedes Element x dieses Raumes in der Form & = 3 &, e, darstellen. Da 
. del 
jeder »-dimensionale BAnacH-Raum dem n-dimensionalen euklidischen Raum 
homöomorph ist, folgt aus 
Rn R 
%= PMSCErN EZ he 
ie i-1 
stets &M > &,i=1,...,n. Daraus folgt weiter 


Ay = Zi Aa>ShAu=Ar, 


i=1 
und damit ist die Stetigkeit von A bewiesen. 


Die Norm eines Operators. A sei ein linearer und beschränkter Operator. 
Die kleinste, der Bedingung we 
MalsH el 


genügende Konstante M heißt Norm des Operators und wird mit all bezeich- 
net. Sie existiert auf Grund der Beschränktheit von A. Die Zahl ||A|| besitzt 
nach Definition die beiden folgenden Eigenschaften: 
a) Für ein beliebiges x € E, gilt : 
Mails All lell W 
b) für ein beliebiges &> 0 gibt es ein Element x, mit 


IA, > (All — & || - 
Wir zeigen 
All sep Aal | (2) 


oder, was auf das gleiche hinauskommt, 
IA all 


#0 
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Aus ||«|| < 1 folgt 
dal = |Allells All; 
sup [Aal ]jAll-e &) 


Nel=1 


Andererseits existiert zu jedem > 0 ein Element x, mit 


Az. > (ll — 8 Ile. - 


Setzen wir 
Ig 
&, — zell? 
so ist 
. I 1 
[All = gapllasll> Ailall Tell = Nil -e- 


Wegen |j&,|| = 1 wird 
sup [A @l| = [48 lAll=e» 


Hallsi 
und folglich ist 
| sup |A4@j| > |lAll: (4) 
Nealsi j 
Aus (3) und (4) folgt (2). 
Als Beispiel betrachten wir die Norm eines Integraloperators mit stetigem 
Kern : 


1 
-  yti) = [ Kit, s) x(s) ds. 
ö 
Wir fassen den Integraloperator als einen Operator auf, der C[0,1] in C[0,1] | 
abbildet. Wir setzen 
1 
Ax= [ Kit, s) x(s) ds 
6 
und erhalten 


IA «|| = max ku, s) x(s) ds 
e |6 


1 \ 1 
< max [ |K{t, s)| ds - max |x(s)| = max [ |K(t, s) ds |e|| . 
ı) s 0 
Demzufolge ist 


all = ne |Ktt, s)| ds. (5) 
6 


1 
Da nun f |K(t, s)| ds eine stetige Funktion ist, nimmt sie ihr Maximum in 
f) 


einem Punkt i, des Intervalls [0, 1] an. Wir setzen 
20(8) = sign Kt, s) : 


%,(8) sei eine stetige Funktion mit |x,(s) |< 1, die folgende Eigenschaft be- 
sitzt: Es gilt überall x,(s) = z,(s) außer auf einer Menge E,„, deren Maß kleiner 
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1 


ist als Sun 


; hierbei ist 
M = max |K(t, s)] . 
[7 
Auf der Menge E, ergibt sich überall 
[&n(8) — z(s)| = 2; 
und wir erhalten 


[Eu, s) 2,(8) ds — | E&s)a,(e) dsı < 1: s)| |xn(s) — 20(s)| ds 
10 0 0° 


= f Kit, s)| |x.(s) — 20(5)| ds < 2 max |K(t, s)] ! 
En ö i,s 


Diese Gleichung gilt für beliebiges t e [0,1]. 
Folglich ist für alle te [0, 1] 


1 : 1 1 1 
J KW 5) z0(8) ds < f Kit, s) au(s) ds + — < |Al| || + —- 
ö ö 
Setzen wir in dieser Gleichung t = i,, so erhalten wir 
1 1 
IE Si ass all t+r- 
Da |\x,|| & 1 ist, liefert diese Gleichung für n— oo die Beziehung 
1 
i SIR6 s)| ds < ||A||, 
d.h. 
1 
max f |Kit, s)|ds < ||A]|. 
00 
Aus (5) und (6) folgt 
1 
||A|| = max f |K(t, s)| ds. 
06 


2Mn 


In einem linearen normierten Raum E, sei eine lineare Mannigfaltigkeit L 
gegeben. Diese lineare Mannigfaltigkeit kann als linearer Raum betrachtet 
unvollständig sein. Auf Z sei ein additiver Operator A definiert, dessen Werte- 
bereich in einem linearen normierten Raum Z, liegt. Man nennt den Operator A 


auf L beschränkt, wenn eine Konstante M derart existiert, daß 


Melle 


für alle ze L wird. Die kleinste dieser Konstanten bezeichnet man als Norm 
des Operators A auf der linearen Mannigfaltigkeit Lund schreibt dafür ||A||z.') 


1) Deshalb bezeichnen wir die Norm eines Operators in bezug auf den ganzen Raum 


manchmal mit ||Allz,. 
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Satz 2. L sei eine lineare Mannigfaltigkeit, die in dem linearen normierten 
Raum E, überall dicht ist. Ein auf L definierter linearer beschränkter Operator A,, 
dessen Wertebereich in einem vollständigen linearen normierten Raum BE, biegt, 
kann ohne Vergrößerung seiner Norm auf den ganzen Raum fortgesetzt werden, 

Mit anderen Worten: Man kann auf dem Raum E, einen Operator A defi- 
nieren, für den gilt 

Ax = A, % 
für zeZ und 
Illz, = IAolle - 


x sei ein Element des Raumes Z,, das nicht zu ZL gehört. Da L in Z, überall 
dicht ist, existiert eine Folge {x,} c Z mit der PRoleR za — &|] > 0 für 
Nn— © nd folglich. 

In — &m|| > 0 
für n, m — 00, Daraus folgt 
40 &n — Ay zm|| = ||Ao @&n — &m)|| = |lAollz || — zm|| > 0 


für n,m—- 00, d.h., die Folge {A,x„} konvergiert in sich und wegen der 

Vollständigkeit von E, auch gegen einen Grenzwert. Diesen Grenzwert be- 

zeichnen wir mit Az. Es sei {£,} c L eine andere Folge, die gegen x konver- 

giert. Dann ist offensichtlich 
II®n = &|| —o0, 


und daraus folgt ||A, 2, — Ao&n||—>0. Es gilt also A,&n > A x. Das be- 
deutet, daß der Operator A auf den Elementen von E, eindeutig bestimmt ist. 
Ist ze L,so wählen wir x, = x für alle n, und dann ist 


Fe A A: 
Der konstruierte Operator A ist additiv wegen 


Az, +3) = lim A, (a +22) = ur A, + lim A, A + A % 


und beschränkt, denn aus der Ungleichung 


doll = |Aollz |enl| 
folgt durch Grenzübergang 
Mall = |Aollz Iell- 


Aus dieser Ungleichung ist ersichtlich 


Alla, = Il4ollz . 


Da sich bei der Fortsetzung eines Operators dessen Norm offensichtlich nicht 
verkleinern kann, gilt 


| 4llz. = IAollz » 
und damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Der angegebene Prozeß der Erweiterung eines Operators wird als stetige 
Fortsetzung eines Operators bezeichnet. 
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$ 3. Lineare Funktionale 


Ist der Wert eines Operators eine reelle Zahl, so heißt der Operator, wie 
bereits erwähnt, Funktional. Ein in einem linearen topologischen Raum de- 
finiertes Funktional f(x) heißt linear, wenn gilt 

1. (a, +2) = &) + fl@3) - 

2. fix,) > fix) bei z,— x im Sinne der Konvergenz im linearen Raum £&. 

Da die Menge R der reellen Zahlen ein Raum vom Typ B ist, behalten für 
die linearen Funktionale alle Definitionen und Sätze ihre Gültigkeit, die oben 
für die linearen stetigen Operatoren angegeben wurden. 

Satz I’. Ein auf einem linearen Raum E definiertes und in einem Punkt 
des Raumes stetiges additives Funktional f(x) ist überall auf E stetig und folglich 
linear. 

Satz 2°. Ein lineares Funktional ist homogen. 

Satz 3°. Notwendig und hinreichend für die Linearität eines auf einem line- 
aren normierten Raum E definierten additiven Funktionals ist seine Beschränkt- 
heit 

al = Mel. 

Die kleinste dieser Ungleichung genügende -Konstante M heißt Norm des 
Funktionals und wird mit ||f|| bezeichnet. Somit gilt 


Ye) = If lei. 


Schließlich ist 
II = sup el 


oder 
an al 
Il] Er ve I\ell " 
Beispiele. 1. Es sei Z = 2,[0, 1 dann ar 
| "fia) = Sa (e) dt 


ein lineares Funktional. 5 ; 
Daß f(x) für beliebiges x € L,(0, 1] Sins Sinn hat, folgt aus der HöLverschen Un- 
gleichung 


1 1 1/p 1 1/gq 
ft) a <(Frnp a) (fe) = el]. 
0 0 0 


Aus dieser Ungleichung ergibt sich die Beschränktheit von f(x); die Additivität ist offen- 
sichtlich. 

2. E sei gleich #,, d. h. der k-dimensionale euklidische Raum. Für das Element x = {&} 
dieses Raumes setzen wir 


I s-ahtaiat tab: 
wobei C,, 69, . . .,c, Konstanten sind. Die Additivität des Funktionals f(x) ist wiederum 
evident. Da 2 — x bedeutet, daß &® — S für allei—=1,2,..., % strebt, ist 
lim ft (2,) = lim > Em — 2 a8, = fia) 
ar i=l 


und die Stetigkeit von f(x) bewiesen. 
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Die Norm eines linearen Funktionals läßt eine geometrische Deutung zu. 
Da im k-dimensionalen euklidischen Raum die Ebenengleichung 


’ „Htrahet Fame 
in der Form 


fa) =e 


geschrieben werden kann, nennen wir in Analogie dazu in einem beliebigen 
‚linearen Raum E die Gesamtheit der der Gleichung 


fie) = e 
genügenden Punkte des Raumes eine Hyperebene, wobei f ein lineares Funk- 
tional auf E bedeutet. Die Hyperebenen 


Je)=-o wud fe)=a 
heißen natürlich parallel. 

. Die Hyperebene f(x) = c teilt den Raum in zwei Halbräume: die Gesamtheit 
der Punkte.x mit f(x) sc und die Gesamtheit der Punkte x mit f(x) =c. Wir 
bezeichnen mit Vorbehalt den ersten Halbraum als links, den zweiten als rechts 

von der Hyperebene f(x) = c liegend. 

‚Die Hyperebene f(&) = ||f|| besitzt die Eigenschaft, daß die gesamte Einheits- 
kugel ||e|| < 1 links von dieser Hyperebene liegt (wir erhalten nämlich für die 
Punkte der Kugel ||e|| <1 f(x) < ||fjl). Andererseits besitzt keine der par- 
allelen Hyperebenen f(x) = ||f|| — & diese Eigenschaft. 

In Analogie zur Theorie der konvexen Körper des k-dimensionalen eukli- 
dischen Raumes nennen wir die Hyperebene f(x) = ||f|| eine Stützebene der 
au «ll 1. 


$ 4. Der Raum der linearen beschränkten Operatoren. 


Wir sahen bereits, daß alle möglichen linearen beschränkten Operatoren, 
die auf ein- und demselben linearen Raum E, definiert sind und deren Werte- 
bereich in einem linearen Raum E, liegt, einen linearen Raum (E,— E,) 
bilden. 

Wenn zusätzlich vorausgesetzt wird, daß E, und E, normierte Räume sind, 
so kann auch im Raum (Z,— E,) eine. Norm eingeführt. werden. 

Für jeden linearen beschränkten Operator A, der E,in E, abbildet, ist eine 
Norm definiert (nach der in $2 angegebenen Methode). ..Unschwer läßt sich 
nn daß diese Norm den drei Normaxiomen genügt. Es ist nämlich 


1. ||4|| = “up: A|] = 0. Wenn ||4|| = 0 ist (d.h. un, A «|| = 0), 


gilt ||A «|| = 0 für alle x mit ||e|| < 1. Auf Grund der Homogenität des Ope- 
rators ist dann A x = 0 für alle x und folglich A = 0. 

2. | 4] = sup: IRAell = al aD All = Al lAll- 

3. |A+ 2l= nn IA 2+ Ball = = an ler Ge 12 @ll = IlAll + IBIl- 


100 Kapitel III. Lineare Operatoren 


Der Raum der linearen beschränkten Operatoren ist also ein linearer nor- 
mierter Raum. 

Ist speziell E, gleich dem Raum der reellen Zahlen, d. h., betrachten wir 
den Raum der auf E, definierten linearen Funktionale, so heißt dieser Raum 
der linearen Funktionale der zu E, konjugierte Raum. Er wird mit E/, be- 
zeichnet. 

Satz 1. Wenn E, vollständig ist, so ist der Raum der linearen beschränkten 
Operatoren ebenfalls vollständig und folglich ein BanacH- Raum. 

Es sei eine Folge von linearen Operatoren {A„} gegeben, die bezüglich der 
. Norm im Raum der linearen Operatoren in sich konvergiert, d.h., es gelte 
An — Anl| > 0 für n, m — 00. Dann strebt für beliebiges x 


An © — An all < |IAn — Anl Ill > 0 
für 2, m — 0. 

Daher konvergiert für jedes feste x die Folge {A,x} von Elementen des 
Raumes E, in sich. Auf Grund der Vollständigkeit des Raumes E, besitzt die 
Folge {A,x} einen Grenzwert y. 

Somit ist jedem x e E, ein ye E, zugeordnet, und wir erhalten einen durch 
die Gleichung y = A x definierten Operator A. Dieser Operator ist additiv: 


A(&ı + 2%) = lim A, (0, + %) = lim 4A,, +41m 4,» =Am, +AR. 
Rn N N 


Wir zeigen: A ist beschränkt. Nach Voraussetzung ist 


An — An| > 0 
für n, m— oo. Daraus folgt 
Anl — Ami > 0 


für n, m — 00, d. h., die Zahlenfolge {]|A,||} konvergiert in sich und ist folglich 
beschränkt. Deshalb existiert eine Konstante X mit ||4,|| <K für alle n. 
Daraus ergibt sich 
| Anl < Alle] 
für alle n. Folglich ist 
Al] = im [Anal < Kell. 
RN 


Die Beschränktheit des Operators A ist damit bewiesen. Da A außerdem 
additiv und homogen. war, ist A ein linearer beschränkter Operator. 

Wir beweisen, daß A ein Grenzwert der Folge {A„} im Sinne der Norm- 
konvergenz im Raum der linearen Operatoren ist. Zu jedem e > 0 gibt es eine 
Zahl rn, derart, daß 

(Ant, & — Anz|| <e (1) 


für n >, pP> 0 und alle x mit der Norm ||x|| <1 ist. Durch den Grenz- 
übergang p — ooin der Ungleichung (1) erhalten wir für n>n, und alle «, 
deren Norm nicht größer als Eins ist, 


A®— Axel se. 
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Deshalb ist fürn = n, 
An — Al| = sup |I(A,„ — A)e|| se. 
Izll=1 


Folglich ist 
A = lim A, 
R 


im Sinne der Normkonvergenz im Baum der linearen beschränkten Operatoren. 
Damit ist die Vollständigkeit des Raumes bewiesen. 

Folgerung. Der zu dem linearen normierten Raum E konjugierte Raum E* 
ist ein BANACH-Raum. - 

Die gleichmäßige und die punktweise Konvergenz von Operatoren. Wir 
werden die Konvergenz einer Folge von linearen beschränkten Operatoren im 
Sinne der Normkonvergenz im Raum der linearen Operatoren gleichmäßige 
Konvergenz nennen. Diese Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, daß 
A„&— A, in jeder Kugel ||x|| < r gleichmäßig konvergiert, wenn A„— 4 im 
Sinne der Normkonvergenz gilt. Zum Beweis wählen wir für ein gegebenes 
e>0On, 80, daß fürn > nn, 


II4n — All < 
ist. Dann wird 


An — Aal < An — All el <Zr=e 


für alle x € 8(0, r), und die Behauptung hat sich bestätigt. Wenn umgekehrt 
4,2% — A x gleichmäßig auf einer Kugel ||x|| < r strebt, so konvergiert A, x — x 
gleichmäßig auch in der Einheitskugel, und daraus folgt, wie bereits bewiesen 
ist, 

II4n — 4||>0. 


Im Raum (FE, — E,) der linearen beschränkten Operatoren führen wir auch 
noch eine andere Konvergenz von Operatorfolgen ein. Wir nennen eine Folge 
{4A„} von linearen beschränkten Operatoren punktweise gegen den linearen 
Operator A (in sich) konvergent, wenn für jedes feste x die Folge {A,x} gegen 
4Ax (in sich) konvergiert. Offensichtlich ergibt sich aus der. gleichmäßigen 
Konvergenz der Folge {A„} die punktweise Konvergenz dieser Folge. 

Die Umkehrung gilt nicht, wie man dem folgenden Beispiel entnehmen kann. 


Es sei E ein Hınsert-Raum H mit der orthonormalen Basis e,, EN 
4. sei der en auf den Unterraum H,, der von den Elementen 
&1 6. - -, &, erzeugt wird. Für jedes ze H gilt 


- yo) > Em er, 


i=1 
uud folglich strebt A„— J im Sinne der punktweisen Konvergenz. 
Andererseits erhalten wir für ein e, < 1, beliebiges n und p > 0 


||An n+ı 7 Auto ll = Iler+:1| 1 > & 3 
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und folglich konvergiert die Folge {A,} in der Einheitskugel ||x|| <1 des 
Raumes H nicht gleichmäßig. 

Satz 2. Sind die Räume E, und E, vollständig, so ist der Raum der linearen 
beschränkten Operatoren im Sinne ber punktweisen Konvergenz vollständig. 

Da für jedes x die Folge { A, x} in sich konvergent ist, so existiert das Grenz- 
element y = In Ay® für de x. Wir erhalten so eine auf E, definierte Ope- 


ration Ax = nr deren Wertevorrat zu E, gehört. Wie oben beweist man die 
Linearität von A. Die Beschränktheit von 4 ergibt sich aus dem folgenden 
Satz 3 (BANACH-STEINHAUS). Ist in dem vollständigen Raum E,„ eine Folge 
linearer Operatoren in jedem Punkt x in sich konvergent, so ist die Folge { ||A,||} 
beschränkt. 
Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann ist die Menge {||A,«||} 
auf keiner abgeschlossenen Kugel ||x — x,|] < & beschränkt. Würde nämlich 


IAnzilse 


für alle n und alle ze Say &) en so müßte für jedes & e E, das Element 


pet 


dieser Kugel angehören, und es wäre dann 


IAelse, n=1,2,..., 
oder 
ey Mm Ell - Anal < || And + An 2 en, 
Hieraus folgt 
114 El BEIM 


Wegen der Konvergenz von { A, x,} ist die Folge { ||A„ xo||} beschränkt. Daher 
folgt 


I 
Io 
» 


IAElsallell,;, ® 
also 

Anl] sa; n=1,2,.... 
Das widerspricht aber der Annahme. 


5 sei jetzt eine beliebige abgeschlossene Kugel aus EZ. Da nach dem Vorher- 
gehenden auf ihr {||A, x]|} nicht beschränkt ist, so existiert insbesondere ein 


Operator A,, und ein x, e 8, mit 
IA,all>1-. 
Wegen der Stetigkeit von A,, gilt diese Ungleichung auf einer ganzen Kugel 
S,(& 1, &) < Sg. Auf 8, ist {|| A, x||} wiederum nicht beschränkt, und daher gibt 


es einen Operator A, > N,, und ein &,e 8, derart, daß 


|IAn, &;|| > 2 
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ist, Diese Ungleichung muß, da A,, stetig ist, auf einer Kugel Se(&, &) < S, 
gelten. Setzen wir diese Schlüsse fort, und lassen wir die &, hierbei gegen 0 
gehen für n-— 00, dann gibt es wegen der Vollständigkeit einen Punkt x, der 


allen Kugeln Slam &,) angehört und die Ungleichungen 
Anz] = % 


erfüllt. Das kann aber nicht sein, weil {A,x} für jedes x« E, konvergieren 
sollte. Folglich ist der Satz von BANAcH-STEINHAUS richtig. 
Wir kehren nun zu unserem Operator 


Ax = lim A,x 
N 


zurück. Nach der aus dem Satz von BanacH-STEINHAUS erhaltenen Un- 
gleichung 
42] = 4 |lell 


ergibt sich ||Az]|| < M ||x|| durch Grenzübergang n— 00. Also ist A be- 
schränkt. 

Bemerkung. In der Formulierung des Satzes von BANACH-STEINHAUS 
kann anstelle der Konvergenz in sich einer Folge {A„} in jedem Punkt ze E, 
die Beschränktheit dieser Folge in jedem Punkt des Raumes gefordert werden. 
Dabei ändert sich der Beweis des Satzes nicht. 

Folglich existiert der Grenzwert einer beliebigen, punktweise in sich konver- 
genten Folge linearer beschränkter Operatoren, und er ist ebenfalls ein linearer 
beschränkter Operator, d. h., der Raum der Operatoren ist vollständig im Sinne 
der punktweisen Konvergenz. 

Oft erweist sich der folgende Satz als nützlich. 

Satz 4. Notwendig und hinreichend für die punktweise Konvergenz der Folge 
{A„} gegen den Operator A, ist: 

1. Die Folge {||A,„||} ist beschränkt ; 

2. es gilt A„2c— A, für jedes x aus einer Menge X, deren lineare Hülle 
in E, überall dicht liegt. 

Die Notwendigkeit der ersten Bedingung ist gleichbedeutend mit dem oben 
bewiesenen Satz von BAanaAckH-StzıwmHaus. Die Notwendigkeit der zweiten 
Bedingung ist offensichtlich. Man braucht also nur die Hinlänglichkeit der 
Bedingungen zu beweisen. 

Es sei 


Pan Pararan 


ratoren A, und A, und der zweiten Bedingung gilt A„2— A,x für jedes 
xe L(X). 
“ Wir nehmen nun ein Element des Raumes E,, das nicht in L(X) liegt. 


Für ein gegebenes & > 0 existiert ein Element x e L{X) mit ||E — «|| < ren : 
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Wir erhalten 
IAn& — Ascll = An E — An all + [An — Aowl| + Ildo® — AsEill 
€ 
< || 2—Aoell + (jAn|| + Al) Ir — El < An - Alt - 
Auf Grund der Tatsache A,„x— 4, x gibt es eine ganze Zahl n, derart, daß 


An —Mell<z, 
für nn, ist. Deshalb silt für » 2 ng 
IAn&—All<e; 


und der Satz ist bewiesen. 


Anwendungen in der Interpolationstheorie. Der oben bewiesene Satz von BANACH- 
STEINHAUS besitzt viele Anwendungsmöglichkeiten. Als Beispiel führen wir den folgenden 
Satz an. 


Satz 5. Durch die Dreiecksmairix 


2) 


seien im Intervall [0, 1] gewisse Punkte gegeben. Dann lassen sich zu jeder auf [0, 1] gege- 
benen Funktion x(t) die Laoranazschen Interpolationspolynome L,x angeben, deren Teil- 
punkte die Punkte der n-ten Zeile von (2) sind: 


N 
In® = 3, as) Une) 
k=1 


mit 
ot) 


{n) ara han. RE BAN AT un ar, 
u) 


oyl) = II -P). 
k=1 


Für jede beliebige Matrix (2) gibt es siets eine sielige Funktion x(t), so daß die L, x nicht 
gleichmäßig gegen x{t) fürn — ©o konvergieren. 

Wir betrachten die Z,, x als Operatoren, welche die Funktionen x(£) e C[0, 1]in Elemente 
des gleichen Raumes abbilden und setzen 


N 
= maxi) mit 2,0) = FI]. 
t k=1 
Dann gilt, wie leicht zu beweisen ist [25], 
Eu = An « 
Andererseits gilt die Ungleichung von 8. N. BERNSTEIN: 
en Inn 
ya 
Folglich strebt 


IHEnl! > © 


für n— oo, Hieraus ergibt sich sofort der oben formulierte Satz. Denn würde 1,2 —>x 
streben für alle x e C [0, 1], so müßten die ||Z/,|| beschränkt sein. 
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$ 5. Inverse Operatoren 


Definitionen. Mit dem schon früher eingeführten Begriff des inversen Ope- 
rators ist die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen von Funk- 
tionalgleichungen 


Ar=y M) 


verbunden. y ist ein vorgegebenes Element des linearen Raumes E und & das 
gesuchte Element aus E. Da durch (1) lineare algebraische Gleichungssysteme, 
lineare Differential- und Integralgleiehungen u. a. ausgedrückt werden können, 
erkennt man, daß der inverse Operator von großer Bedeutung ist. 

Setzen wir voraus, daß A aus (1) einen inversen Operator A-! besitzt, so 
ergibt sich durch Einsetzen von x = A!y in (1) die Identität 

Aany=y, 
also y= y. Folglich ist 
x —= Aty 
eine Lösung von (1). 

x, sei eine weitere Lösung von (l), d. h., für x, gelte Ax,=y. Durch Multi- 
plikation beider Seiten dieser Gleichung mit A-1 ergibt sich x, = A!y und 
damit die Eindeutigkeit der Lösung x = A-1y von (1). Besitzt A einen rechts- 
inversen Operator Ü, so erkennt man sofort, daß x — C'y (1) löst, doch bleibt 
die Frage nach der Eindeutigkeit offen. Umgekehrt ist es, wenn A nur einen 
linksinversen Operator .B besitzt. Existiert in diesem Fall überhaupt eine Lö- 
sung, so auch nur diese, weil aus Ax = y durch linksseitige Multiplikation 
mit B sofort & = By folgt. Ob es allerdings überhaupt ei eine Lösung gibt, ist 
nicht allgemein zu entscheiden. 

Eine Analyse der vorangegangenen Überlegungen zeigt, daß der inverse 
Operator (beidseitig, links- oder rechtsinvers) nicht auf ein beliebiges Element 
x e E angewandt wird, sondern nur auf die Elemente der Form Az, d.h. auf 
die Bilder der Elemente des Raumes E. Die Gesamtheit dieser Bilder ist eine 
lineare Mannigfaltigkeit (ein Teil des Raumes E). Das legt folgende alige- 
“ meine Definition des inversen Operators nahe. 

Gegeben seien zwei lineare Räume EZ, und E, und ein Operator A, der E, 
auf E, abbildet. Existiert ein auf E, definierter Operator 4-1 mit Werten in 
E, derart, daß für beliebiges ze E, 


AlAr=x (2) 
und 

AAnty=y 2) 
für beliebiges y € E, gilt, so heißen die Operatoren A und A-! zueinander invers. 
Aus dieser Definition folgt insbesondere 

(Aı—=A, 
Wenn der Operator A-! nur einer der vorangestellten Bedingungen genügt, 
so heißt er links- bzw. rechisinvers zum. Operator A. 


8 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Daß ein zu einem linearen Operator inverser Operator wieder linear ist, läßt 
sich leicht zeigen. 
Ist nämlich x an 
= Ay +Yy)— Aty— At, 


so. gilt auf Grund der Additivität von A die Beziehung 


AR= Ay ty) —- AATy- AA ty) - MM - pn=0. 


Daraus folgt i Nr, 
= A1TAr= 420-0, 
d.h. 

Ay ty) Ay + At, 


und damit ist die Additivität des Operators A-! bewiesen. Analog beweist 
man die Homogenität des Operators A-!. Jedoch folgt aus der Stetigkeit des 
Operators A in einer Topologie im allgemeinen nicht die Stetigkeit des inversen 
Operators in derselben oder einer anderen Topologie, d. h., der zu einem line- 
aren beschränkten Operator inverse Operator braucht kein linearer beschränkter 
Operator zu sein. 


Sätze über den inversen Operator. Wir führen einige Sätze an, die hinrei- 
chende Bedingungen für die Existenz eines inversen linearen beschränkten 
Operators angeben. 

Vorweg eine Bemerkung. Der lineare beschränkte Operator A möge E, auf 
E, umkehrbar eindeutig abbilden. Dann existiert der inverse Operator 4-1 

und ist linear. Zu einem beliebigen ye #, existiert nur ein Urbild ze E,. 
Ordnen wir jedem Element ye E, sein Urbild x e E, zu, so erhalten wir den 
Operator A-!, der nach seiner Definition den Bedingungen (2) genügt, und aus 
diesen Bedingungen folgt die Linearität des Operators A. 

Satz 1. Der lineare Operator A bilde den linearen normierien Raum E, auf 
den linearen normierten Raum E, ab und genüge für jedes x e E, der Bedingung 


Aelzmlel, m>0, 8) 


wobei m eine Konstante darstellt. Dann existiert der inverse Operator A"! und 
ist linear und beschränkt. 

Aus der Bedingung (3) folgt, daß A umkehrbar eindeutig E, auf E, abbildet: 
Wenn Az, =yund Ax, = y ist, so gilt A (x, — %) = 0 und wegen (3) 


m ||a, — || < ja (x — %,)|| = 0 


und deshalb x, = x,. Daher existiert, wie oben gezeigt, der lineare Operator 
4A-!. Dieser Operator ist beschränkt, was unmittelbar schon aus (3) für be- 
liebiges y e E,, folgt: 


1 
IAyls 44 - Wll- 


I 
m 


Damit ist der Satz bewiesen. 
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Wir betrachten zwei lineare beschränkte Operatoren A und B, die den 
linearen normierten Raum E in sich abbilden. Dann ist die Bildung des Pro- 
duktes AB möglich. Wir zeigen zunächst 

4 Bj = |lall Bil. (4) 
Für beliebiges x e E gilt 


422] = |All 2] = All |131| Iell» 


woraus unsere Behauptung folgt. 
Es seien nun A,, 4, B„, Be (E— E),undes gelte A„— 4, B„— B im Sinne 
der gleichmäßigen Konvergenz. Dann strebt A„B„—> AB. Es gilt nämlich 


dr Ba — AB|| = ||An Br An B| + m B—AB| 

= [[A,l| I 2r — Bil + 1121| In — All. 
Die Folge {|}A,||} ist eine konvergente Zahlenfolge und daher beschränkt. 
Ferner eilt 

ee und 1132 — BlI>0. 

Folglich gilt auch 

An Bun 4A B|| 0, 
und damit ist die Behauptung. bewiesen. 


Satz 2. Der lineare beschränkte Operator A bilde E in E ab, und es sei 
Allg <1. Dann besitzt der Operator I + A einen inversen linearen be- 
schränkten Operator. 

Im Raum der auf E definierten Operatoren, deren Werte im selben Raum 
liegen, betrachten wir die Reihe 


T—-A+A— A +... + (- IP Are... (5) 
Wegen ; 
14 = Al 
und analog 
al = |lAll* 


gilt für die Partialsummen $, der Reihe (5) für „> ,p>0 
NSn4n — Sn|| = | Dr! Artı + (— HeH2 Art? 2... + ( 1jetr Artrl| 
S Jlalrtı + |lalt® ++ Jjalr satt Hat? + Hr 0. 


Deshalb konvergiert die Folge der Partialsummen der Reihe (5) in sich und 
folglich wegen der Vollständigkeit des Raumes der Operatoren auch gegen 
einen Grenzwert, d.h., die Reihe (5) konvergiert. 

Ist S die Summe der Reihe (5), so erhalten wir 


S(I+4)=lms,(I-+ 4) 


—lim(I + A+424... +4 4— AR... — Art) 
R 


—-lim(I —- Art) =1I, 
R 


8* 
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d.h. 
S=(I+A). 


S ist ein linearer Operator. Er ist beschränkt, da 


1 


Isis 2 lalr< er - 


ist. Also ist (I + A)! wie behauptet ein linearer beschränkter Operator. 
Satz 3. Der Operator A ce (E,— E,) besitze die Inverse A-!, und der Operator 
AA sei von der Gestalt, daß 


4a} < A| 
ist. Dann besitzt der Operator B= A + AA eine Inverse B-!, wobei 
HAAI| 
13" — A| & an za AP (6) 


1-4 1 dAll 
gilt. : 
Den Ausgang bildet die Beziehung 


A+AA=A(+ AAA). 
Wegen ||A-! AA|| < 1 besitzt der Operator I + A-! AA die Inverse 
(T + A AA = I (— AA. 


Nn=0 
Dann ist offenbar (T + A-1 AA)! A! invers zum Operator A(I + A-1 AA) 
= A + AA. Ferner gilt 
IA + 44) — A| S [A| IE + Am AA — | 


NA AAll AAll 


un A a (IAa-ıl| = _ I Tl 4) < — [1 4-1[|2 
< Fla 2all IA = Tas a AS Tanz AR 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 
Beispiel. Wir betrachten den Integraloperator 
1 
Axz=xlt) — [ Kit, s) z(s) ds (7) 
ö 


mit dem stetigen Kern Kit, s), der den Raum C [0,1] in sich abbildet. Es sei Ky{l, s) ein 
K(t, s) approximierender entarteter Kern und A, der dem Kern Kıft, s) entsprechende 
Integraloperator: 


1 
A,x2= alt) — [ Kolt, s) x(s) ds. (8) 
6 
Wir betrachten die Gleichungen 
Axz=y (7) 
und 
Ar&=Y (8) 


und setzen s 
&o = max |Kft, s) — Kult, s)! . 
1,8 
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Für AA= 4A — A, ist offensichtlich ||AA]| < ®. Bekanntlich!) führt die Lösung von 

Gleichung (8) mit dem entarteten Kern auf die Lösung eines linearen algebraischen Systems. 

Wir setzen voraus, daß dieses System eine Lösung besitzt und schreiben sie in der Form 
&l) = Ry. 


Dabei ist RE der durch die zur Matrix des erwähnten Systems inverse Matrix (r;;) bestimmte 
Operator. r möge die Norm des Operators R sein. Ist 


I 
w<—, 
r 
so besitzt die Integralgleichung (7) mit dem niehtentarteten Kern auf Grund des bewiesenen 
Satzes eine Lösung x(t). Dann gilt 


let) — li = rr. 


—=—1l-or 


Wenn umgekehrt die Lösbarkeit von Gleichung (7) bekannt ist, so kann der Satz zum 
Existenzbeweis für die Lösung der approximierendden Gleichung mit entartetern Kern 
und zur Abschätzung des Näherungsfehlers benutzt werden. 


Zum Schluß beweisen wir folgenden Satz: 


Satz 4 (BanacH). Wenn der lineare beschränkte Operator: A den gesamten 
BanacH- Raum E ‚auf den gesamten BANAcH- Raum E,,umkehrbar eindeutig abbildet, 
so existiert ein linearer beschränkter Operator AT!, der invers zum Operator A ist 
und E, auf E, abbildet. 


Man braucht nur die Beschränktheit des Operators A! zu zeigen. 


Auf Grund des Lemmas von $2 des vorigen Kapitels kann der Raum E, 
in der Form 


dargestellt werden, wobei Y,, die Gesamtheit der Elemente ye E, mit 
a] 


bezeichnet und mindestens eine der Mengen Y‘, überall dicht in E, ist. Das 
möge die Menge Y,, sein. 
Wir nehmen ein beliebiges Element ye E,. Es sei ||y|| = 1. 
Wir wählen y, €e Y„ so, daß 
: 
k-Hlsz; Ill=!: 
ist. (So ein Element existiert, weil ja so, ı)N Y, überall dicht in ‚S(0, 1) legt 


1) S. beispielsweise [22]. 
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und ye Ss(0, l) ist.) Weiter gibt es ein y, e Y, mit 


; ; 
Iv-wW-ul<z: Ikelsz- 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens konstruieren wir allgemein y, € Y'„ derart, 
daß 


-1 I 
-Ht+%e+ + SZ und |yils Kor 
ist. Wir erhalten dann 


k 
y=lm)}%y. 
ko i=l 


.. 14 nl 
Für x, = A! y, gilt ||| Sr ||yul| S 9-1 
Wegen 
k+p HT 
8. — ll |, 2, | <> 


k 
und da E vollständig ist, konvergiert die Folge [$,}, 8, = & x,, gegen einen 
Grenzwert ze E,,.d.h., es ist i=1 


k © 
z=lm Vs =3%. 
k ie i=1 


Aus 
.k k k 
Ar-Alin $ a) =lim As, =lim Y yv =yY 
koiel Kiel a 
folgt schließlich . 


. R k © ml 
= Ill ar = ?rt=3elhll 


und hiernach ist, weil y ein beliebiges Element aus EZ, war, unser: inverser 
Operator A-! beschränkt, was zu beweisen war. 

Wie bereits erwähnt, kann der Fall eintreten, daß der zu einem beschränkten 
linearen Operator inverse Operator zwar linear ist, aber nicht auf dem ganzen 
Raum E, definiert. Er ist dann auf einer linearen Mannigfaltigkeit erklärt und 
unbeschränkt. Ebenso kann der inverse Operator eines auf einer in E, überall 
dichten linearen Mannigfaltigkeit definierten linearen unbeschränkten Operators 
auf ganz E, definiert, linear und beschränkt sein. 

Eine eingehendere Betrachtung dieser verschiedenen Fälle würde über den 
Rahmen unseres Buches hinausgehen. Wir beschränken uns deshalb auf zwei 


Beispiele. 


1. Es sei 2= (0 [0,1] und 
[4 
Ax= [afı)dr. 
0 
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Offenbar ist A linear und beschränkt, während. der inverse Operator 
| Atly= & t 
=, 


nicht beschränkt und nur auf der Mannigfaltigkeit der stetig differenzierbaren Funktionen 
mit y(0) = 0 erklärt ist. 


dt 
Lrovvırresche Operator, der auf der linearen Mannigfaltigkeit der zweimal stetig differen- 
zierbaren Funktionen mit x(0) = x(1) = 0 definiert ist. Der inverse Operator 


d d 
2. Essi #=C[0,1]undAx=-- | gta) | -+- g(f) x der nicht beschränkte STURM- 


1 
Aiy= f Gt, r) yir) dr 
Ö 
(6, x) ist die Grwewsche Funktion) ist beschränkt, linear und auf ganz 0 [0,1] erklärt. 
Parameterabhängige Operatoren. Gleichungen der Form 
Ax—-)Ix=y oder (A-Al)ıe=y (9) 


kommen in verschiedenen Gebieten der Mathematik häufig vor. Dabei soll A 
ein linearer Operator und / ein Parameter sein. Ein Spezialfall von (9) ist 


Ax—-Ax=0 oder (A-ANz=0. (10) 


Dies ist die zu (9) gehörige Eigenwertgleichung. Die stets vorhandene Lösung 
x = 0 von (10) heißt triviale Lösung. 

Es werde vorausgesetzt, daß der Operator A — A I für gewisse} einen inversen 
Operator (A —AI)!= R, besitzt. R, wird Operatorresolvente von (9) genannt. 
Wenn also R, existiert, dann gibt es für dieses A und beliebiges y die einzige 
Lösung 

= R,y. 


Die Eigenwertgleichung (10) besitzt dann nur die triviale Lösung x = 0. 
Diejenigen A, bei denen (9) für alle y eine eindeutige Lösung besitzt und für 
die außerdem R, beschränkt ist, heißen reguläre Werte von (9) bzw. von A. 
Besitzt (10) für ein A außer der trivialen auch noch eine andere Lösung, so heißt 
A Eigenwert oder charakteristische Zahl von (9) bzw. von A. Die nichttriviale 
Lösung nennt man Eigenelement von A zum Eigenwert A. Wenn 4 ein Eigen- 
wert des Operators A ist und Gleichung (9) für irgendein y eine Lösung besitzt, 
so ist die Lösung nicht eindeutig. Ist nämlich x, eine Lösung von Gleichung (9), 


An —-An=Y; 
und e ein Eigenelement von A, das dem Eigenwert A entspricht, 


Ae—Jse=0, 
so gilt 
Au +e)- Am +e)=Y; 


und x, -+ e ist ebenfalls eine Lösung von (9). 
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Die Gesamtheit aller Werte A, die nicht regulär sind, heißt Spektrum des 
Operators A. Insbesondere gehören alle Eigenwerte zum Spektrum. 
Aus den Sätzen 2 und 3 folgen die Behauptungen: 


1 
Gilt für A die Beziehung m All= g <1,so existiert zum Operator A — AI 


der inverse Operator. Dabei gilt 
1 A 4? 
me Urrdik..), 
Ist A ein regulärer Wert, so stellt auch A -- AA bei 


Aal < ||A AH] 


einen regulären Wert dar. Daraus folgt, daß die Gesamtheit der regulären 
Werte eine offene Menge darstellt und folglich das Spektrum abgeschlossen 
ist. 


Beispiel. Wir betrachten im Raum (© [0, 1] die Integralgleichung 
1 
z(6) = ylt) +2 [ Kl, s) als) ds. an 
ö 


Kit, s) sei eine im Quadrat 0 < t,s Ss 1 stetige Funktion. Wir setzen 1/A = u und schreiben 
die Gleichung in der Form der obigen Operatorgleichung; wir erhalten 


1 
J Ki, 8) <(s) ds — u xl) = — u yl) 


1 
oder, wenn man Ax = [ Kit, s) x(s) ds setzt, 
6 


Ax— ue=—uy. 
Weiter ergibt sich 
1 A 42 
R,„= Rın = a ea )=-AI+7IAHRA—--.). 


Wir bemerken, daß 
1 
Az [ Kyit, 5) 2(s) ds 
0 


ist, worin K,(t, s) die p-te Iteration des Kerns K(f, s) darstellt. Folglich ist 
1 1 
Rınz= — Az) - 22 [ Kit, s) z(s) ds —% [ Kylt, s) z() ds — + -- 
6 ) 
Deshalb hat die Gleichung (11) die Lösung 
1 1 
1 
(t) = Rıya (- +) = y() + 1[ zu. s) y(s) ds + » [x S)yla)dst +... 
0 0 
Auf diese Weise erhalten wir dieselbe Lösung wie in der Theorie der Integralgleichungen, 


nämlich 


1 
xt) = yli) + ui Rit, s,}) y(s) ds , 
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wobei .R(t, s,)) die Resolvente des Kerns X(t, s) bildet: 
Rit,s,1) = Kll,s) HA Kl, s) HR Kl)... 


Die in der Theorie der Integralgleichungen hergeleiteten Gleichungen für die Resolvente 
R(t, s,i) sind die Bedingungen dafür, daß Rıjı Rechts- und Linksinverse zum Operator 
AA JTist. 


86. BanacHh-Räume mit Basis 


Definition. E sei ein unendlichdimensionaler BAnacH-Raum. Die Folge von 
Elementen e,, &, »  .; &; - - . us E wird Basis von E genannt, wenn jedesxe E 


oo 
eindeutig in der Form % &,e, mit reellem ,;(@=1,2,...) darstellbar ist. Die 
i=1 


Eindeutigkeit der Darstellung ist offenbar mit der Bedingung gleichwertig, daß 


N £&,e, = 0 dann und nur dann gilt, wenn £, = 0 ist für alle :. 
i-1 


Beispiele. 1. Essei # =|,. Dann bilden die Elemente 
= {,0,0,..4 
&= {0,1,0,..} 


: co 
eine Basis in I, da jedesz € Ins = {Ei &g +3 Em. +} die eindeutige Darstellungz = S) &e 
besitzt. - Es gilt nämlich il. 


U: 


Üj 


oe —= {Ep Eos ..e., En 0, 0, .. B; 
i=1 
und deshalb ö 
Rn 
2 — Küe 
i=1 


oo 


1/p . 
See -( >) So 


i=n+ 


| 
Der letzte Ausdruck ist der Rest einer konvergenten Reihe. Folglich ist 
ö " n co 
xz=lim Vu, = Ne. 

1 sel 


n i= 
Wenn weiter 


& =25 &; = 284 
gilt, d.h. E z 
Ira Harn ’ 


so bestätigt sich erwartungsgemäß 
ab; kei... 
2. Es sei # = C[0,1]. Wir betrachten in CI0, 1] die Folge von Elementen 
3,1 — E; Wo) 5 ul), BE); Ugold), Url): Wald); Unsld); - - -> 6) 


wodiezzil)(k= 1,23, 3,...; 0 <SI<2%) aufdie folgende Weise definiert werden: uz7(t) hat 


i I-+1 
für t aus (5: 3 =) die Form eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Höhe Eins (in Abb. 3 
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4 

st die Funktion u,(f) dargestellt), außerhalb dieses Intervalls ist u;;(t) = 0. Jede Funktion 
x{t) e CO, 1] ist durch eine Reihe 


21 
Net Nd+ N anal) (2) 
k=0I=0 
za 
a z=xfE) 
4 97 
IF Uzz (Et) 901 00 
4 
2 
| | 
8 a a U Ar a Eu ae 
2 ri 4 2 £ 
Abb. 3 j Abb. 4 


darstellbar mit «a, = x(l), a, = x(0). Die Koeffizienten a; , lassen sich durch die geometrische 
Konstruktion, die in Abb. 4 angegeben ist, eindeutig finden. Das Bild der Partialsumme 


s—12%—-1 


nt l-d+ N Napa) 
k=0 1-0 


. der Reihe (2) ist offenbar ein Vieleck mit 2° --1 Ecken, die auf der Kurve x = «{t) mit 
äquidistanten Abszissen liegen. Die Gesamtheit der Funktionen (1) bildet in C [0, 1] eine 
Basis. 


Wenn E eine Basis hat, so ist E offensichtlich separabel. In einem Raum mit 


nr 
Basis ist die Menge der Linearkombinationen  r, e, mit rationalen Koeffizien- 
i=1L 
ten r;, eine abzählbare überall dichte Menge. Für alle bekannten separablen 
BanacH-Räume sind Basen konstruiert worden. Ihre Existenz für einen beliebigen 
separablen Raum vom Typ B ist jedoch noch nicht bewiesen worden. 
E = E,seiein BAnAcH-Raum mit der Basise,,&, . . ., &a - -. . Wir betrachten 


den linearen Raum E,, dessen Elemente alle Zahlenfolgen y = {11; Na: - - -» Nnı- .} 
sind, für die die Reihe 3 , e, konvergiert. 


i=1 
In E, wird eine Norm eingeführt durch 


el 
Pa N &%|. 
i=1 | 

Wir beweisen, daß .E, ein Raum vom Typ B ist. Tatsächlich lassen sich die 
Axiome der Norm mühelos nachweisen. 


vl] = sup 


n 
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Es sei jetzt eine in sich konvergente Folge 


(ve ya = {mn ®,...}e Ey, 


gegeben. Dann ist für ein e > 0 


n 
Ilm — sul = sup || & en) | <e für m,k= me) 
Rr I= 


und folglich 


n 
(nr — n®) 


e| <E (3) 


für m, k > m,(e) und beliebiges r. Hiernach ist 


n n—i 
In 9) all = | 9 ME 


N 
2 (7 = -n) Je + <2e 


n»—1 
2 (n® — n®) e, 
i=1 


und daher auch für jedes n 
s 
7 — | Sa sobald m,k>m, ist. 


"Somit konvergiert die Zahlenfolge {n®, n79,...} gegen ein n, und das gilt 
für jedes n. 
Wir gehen jetzt in der Ungleichung (3) zum Limes k— oo über und erhalten 
für m = my(e) und jedes n 
| N 
Zr m) 


I= 


ze. (4) 


je 


Setzt man 


N R 
= Een, D=Lde 


i=1 i-1 


und berücksichtigt die Ungleichung (4), so wird für m > m,(e) und beliebige 
nundp>0 
I, DI] < IR, — ml + 22. 


Es sei eine Zahl & > 0 gegeben. Wir wählen zuerst & und damiv m,(e), so daß 
2E< > ist. Sodann wird für ein festes m > m,(e) ein n, so bestimmt, daß 
© 
Into — 1 <Z 
für jedes n < n, und jedes p > 0 ist (das ist wegen der Konvergenz der Reihe 
oo 
3 n%® e, immer möglich). Dann ist 


i=1 
ish n+p so] < © 
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fürn = n, und beliebiges 2 > 0, d. h., die Reihe 
oo 
Ze 
i=1 


konvergiert, und folglich ist 4, = {n9; n7®,...,n0,...}eB,. Außerdem 
erhalten wir aus (4), daß für m = m, 


. sup 
RN 


se 


R 
= 


- ist, d.h., für m = m, gilt 
Yo - Ym|| <e. 
Damit ist die Vollständigkeit von 2 bewiesen, also ist Z, ein BAnacH-Raum. 


Offensichtlich ist jedem «= 2 &e€ E, genau ein y, = {&;}e E, zugeord- 
net. Umgekehrt entspricht auch ned y= {m} eE, genau ein x, e E,: 


%y = Im e;. 
i=1 


Auf diese Weise ist also ein Operator A, definiert worden, der E, auf E, umkehr- 
bar eindeutig abbildet, d. h., es ist x = A,y. Die Linearität von A, ist leicht 
zu sehen. A, ist außerdem beschränkt, denn es ist 


4. all = ||| = = |yl- 


oo 
me 
1 


NR 
me 
1 


< sup 
n 


Wir haben somit einen linearen Operator A,, der E, auf E, eineindeutig abbildet. 
Nach dem Satz von BanacH existiert die inverse Operation y = Ay'z, die 
ebenfalls linear und beschränkt ist. 

Es sei 


00 
= Ve 
i=1 


beliebig aus Z,. Wir definieren das Funktional f,, indem wir f.(x) = £, setzen. 
Offenbar ist f, additiv. Es ist fener 


1 "oo -1 
ua— N ea 
i=1 i=1 


= Ep Merll _IEnerll _ 
A er er] 
1 2 |yil 2114' will _ Palery Il 
< 6, — — 
= ap Fee Tel Ve Er Pell- 
Hieraus folgt die Beschränktheit und damit die Linearität von f,, denn es gilt 
NAT“ 
<2 
ee 


Indem wir zu jedem % ein f, konstruieren, erhalten wir eine unendliche Folge 
von Funktionalen fi, fa... fm... aus E*. Jetzt kann man jedes x e E in der. 


86. BanacH-Räume mit Basis 117 
Form 
oo 
del 


schreiben. Wir setzen insbesondere x — e,. Dann ist 
l fürs=j, 
a | 


0: A, 
l fürisj, 5 
Ko) io kürij. 8) 


Auf diese Weise haben wir die Elemente {e«,} und die Funktionale {f,} als 
biorthogonale Folgen erkannt. 
Es sei jetzt f ein beliebiges Funktional aus E*. Da 


oo R 
i=1 n i=1 
gilt, ist 


na i=l 


fie) = lim ZFLha) e] = Iim FH) fe) = Ehe)fte). 
Man setzt f(e;) = c, und erhält für jedes fe #£* 


fie) = Zora) 
oder 
J 2 af- (6) 


Die Darstellung (6) ist offensichtlich auch eindeutig. (6) ist für jedes ze E 
konvergent. j 
x sei ein beliebiges Element aus E. Dann ist 


x NR oo 
= ha = hat Zhba= Sn 4 But. 
i-1 i=1 ion+l 

$„ und R,„ kann man als Operatoren ansehen, die Z in sich abbilden. $, und R, 
sind offenbar für jedes n lineare beschränkte Operatoren. Ihre Linearität ist 
offensichtlich, und die Beschränktheit folgt aus den Ungleichungen 

Ze 
i-1 


Il sp &s| = IMr° all 1A el 


und 
Mas 2]A' el. 


KAPITEL IV 


LINEARE FUNKTIONALE 


In diesem Kapitel betrachten wir ausführlich die einfachsten Eigenschaften 
der linearen Funktionale, die in linearen normierten Räumen definiert sind. 

Wir erinnern uns vor allem einiger oben bewiesener Sätze, die gleichermaßen 
für Operatoren und Funktionale gelten und die wir hier in bezug auf Funktionale 
formulieren. 


Satz (BANACH-STEINHAUS). Wenn die auf einem BanacH-Raum E definierte 
Folge linearer Funktionale in jedem Punkt x e E beschränkt ist, so ist die Folge 
der Normen {||\f„||} dieser Funktionale ebenfalls beschränkt. 


Satz 1. Wenn die Folge der linearen Funktionale {f„(x)} in jedem Punkt 
des BanacH-Raumes E in sich konvergiert, so existiert ein lineares Funktional f(x) 
mil i 

Sala) > fe) 
‚für jedes ze E. 


Satz 2. Für die Konvergenz der Folge {f„} von linearen Funktionalen in 
jedem Punkt x des BanacHh-Raumes E gegen das Funktional f, ist notwendig und 
hinreichend, daß 


1. die Folge { ||f„!|} beschränkt ist, 
2. fn(z) > fox) für beliebiges x aus einer Menge M .<E, deren lineare Hülle 
in E überall dicht liegt. 


Satz 3. Ein auf einer im linearen Raum E überall dichten linearen Mannig- 
Jeltigkeit L gegebenes und dort beschränktes lineares Funktional f, kann auf den 
ganzen Raum eindeutig ohme Vergrößerung seiner Norm fortgesetzt werden. 


$1. Der Satz von BanacHh-HaAnn und seine Folgerungen 


Der folgende Satz zeigt die Möglichkeit, ein ursprünglich auf einer linearen 
Mannigfaltigkeit L eines linearen normierten Raumes E definiertes lineares 
Funktional auf den ganzen Baum ohne Vergrößerung seiner Norm auszu- 
dehnen, auch dann, wenn L in E nicht überall dicht ist. 


Satz 4 (Banach-Hann). Jedes auf einer linearen Mannigfaltigkeit L eines 
linearen normierten Raumes E definierte lineare Fünktional [(x) kann bei Erhal- 
tung der Norm auf den ganzen Raum fortgesetzt werden. Das heißt, es läßt sich 
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ein Iineares Funktional F(x) angeben, welches auf ganz E definiert ist und für 
das 


1. F(x) = f(@x) für ve L und 


2. [Fl = |\fllz gi. 

Beweis. Es sei x, €_Z, und wir betrachten die Menge (L;x,) = Z, der Ble- 
mente x + tx, wo ze L und t eine beliebige reelle Zahl ist. 
Offenbar ist L, eine lineare Mannigfaltigkeit. Auch ist jedes Element aus L, 
eindeutig in der Form x + tx, darstellbar. Angenommen, es gäbe zwei Dar- 
stellungen von we L.: 


ver th, nd vn +8. 


Dabei kann t, 4 t, vorausgesetzt werden, sonst würde au, +4, =, +5h% 
% = %, folgen, und die Darstellung wäre doch eindeutig. Angenommen, es wäre 


%—% 
to — &ı 


= — th), und = 


Das ist aber unmöglich, weil x,& L und x, x, e L sind. Somit gilt i, = t, und 
damit &, = x,, womit die Eindeutigkeit bewiesen ist. 
Für zwei Elemente x’ und x’’ aus Z gilt 


fa) - fe) = fe — =”) s |jfl| |" — @ || 
< {/l {le + zoll + ||e” + wol|} 


und damit auch 


Se) A Ne + zoll Se) + AR" + ol - 


. Da x’ und #” beliebig aus I waren, ist 
sup {fe — |IAl Re + zoll} = int So) + Ale + wol} - 
Es gibt also eine reelle Zahl c, die der Ungleichung 
sup {fte) — [IA] Ie + zoll} Se = int is) + Ale + zoll} 2) 


genügt. Nun sei u ein beliebiges Element aus L,. Nach dem oben Bewiesenen 
hat u dann die Form 
u=2+1% 


mit x e L und eindeutig bestimmtem reellem t. Durch die Gleichung 
Yu) = f(®) — te 3 


wo-c eine feste reelle Zahl ist, die (1) genügt, führen wir ein neues Funktional 
ein. 

Auf L stimmen f und o offenbar überein. @ ist additiv, da f diese Eigenschaft 
hat. Wir beweisen, daß o(u) beschränkt ist und dieselbe Norm wie f(x) besitzt. 
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Wir unterscheiden zwei Fälle: 


1.2>0. Aus - € L und (1) folgt dann 


rl = s{F) Selle + a} A + toll = IM: 


also ist 
Ya) S | Iell- .® 
2.:<{0. Aus (l) bekommen wir 


% 


1). - In 


und hieraus 


AI + toll = el 


n F%o 
ou = he(2) -<eLlnlel= Till: 
also wiederum (2). 


Somit gilt die Ungleichung (2) für alle # e (L; x,) = L,. Ersetzen wir in (2) % 
dürch — u, so ist : 


eu) S | Iel| - 
Zusammen mit (2) ergibt sich hieraus 
etw) = If] Tell 

und damit 

Ipil=Ilfll. 
Da nun aber das Funktional @ eine Fortsetzung von f von L auf L, darstellt, gilt 

Ill Iifll 
und folglich 

el = Ill. 


. (Wir haben dabei die Norm des Funktionals $ bezüglich derjenigen linearen 
Mannigfaltigkeit bestimmt, auf der p definiert ist.) Somit ist das Funktional 
fix) tatsächlich unter Erhaltung der Norm auf L, = (L; x,) fortgesetzt. 

Wenn der Raum E separabel ist, kann der Beweis des Satzes von BANACH- 
HAHN auf folgende Weise abgeschlossen werden. N sei eine abzählbare, überall 
dichte Menge in E. Wir numerieren die nicht in L liegenden Elemente dieser 
Menge: 

EA ER 


Durch Erweiterung des Funktionals f(x) auf die Mannigfaltigkeiten 
(Z;a)=b, (bia)=L,. 


usw. konstruieren wir nach und nach ein lineares Funktional @,, das auf einer 
linearen, in E überall diehten Mannigfaltigkeit L, definiert ist, nämlich auf 
der Vereinigung aller L,. Dabei ist ||o,!| = ||fl|- Die stetige Fortsetzung des 
Funktionals 9, auf ganz E (Satz 3) führt uns zum gewünschten Funktional F. 
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Im allgemeinen Fall wird der Beweis des Satzes von BANacH-HAnn in der 
folgenden Weise zum Abschluß gebracht. 

Wir betrachten alle möglichen Fortsetzungen des Funktionals f unter Beibe- 
haltung der Norm. Wie oben gezeigt wurde, existieren derartige Fortsetzungen. 
In der Menge ® dieser Fortsetzungen führen wir eine teilweise Ordnung ein, 
indem wir 

Pe 
setzen, wenn die lineare Mannigfaltiskeit Z’, auf der f’ definiert ist, ein Teil 
der linearen Mannigfaltigkeit L’’ ist, auf der f”” definiert ist, und f(x) = f(x) 
für x e L’ gilt. Die Relation f’ < f” besitzt alle Eigenschaften einer Ordnung. 

Es sej nun {f,} irgendeine geordnete Teilmenge der Menge ©. Diese Teil- 
menge besitzt eine obere Grenze, und zwar ein auf der linearen Manniefaltigkeit 
Ly, = U Z, definiertes Funktional f,. Dabei ist Z, der Definitionsbereich von f, 
und * 


Sa (®) = Fa.) ’ 


wenn ze L, ein Element von Z,, ist. f, ist ein lineares Funktional mit ||f;|| 
= |/fl|, d.h., es ist fe ©. Folglich sind alle Bedingungen des Zoruschen 
Lemmas erfüllt, und © besitzt ein maximales Element F. Dieses Funktional 
ist auf ganz E definiert. Andernfalls könnte man es fortsetzen, und F wäre kein 
maximales Element von ©. 

Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 


Bemerkung. Da die Zahl c, die in Gleichung (1) auftritt, ganz verschieden 
gewählt werden kann und da ® mehrere maximale Elemente besitzen kann, ist 
die Fortsetzung eines linearen Funktionals nach dem Satz von BawacH-HAun 
im allgemeinen nicht eindeutig. 

G. A. SUCHOMLINow!?) verallgemeinerte den Fortsetzungssatz auf Räume über 
den komplexen Zahlen und Quaternionen. 


Folgerung 1. E sei ein linearer normierter Raum und x, + 0 ein beliebiges, 
aber festes Element aus Z. Dann existiert ein auf E definiertes lineares Funk- 
tional f(x) mit den Eigenschaften 


1. |j/|| = 1 und 
2. fizo) = ||xoll- 


Beweis. Wir betrachten die Menge {tz,} =_L, wo t eine beliebige reelle 
Zahl ist. L ist der durch x, erzeugte Unterraum von E. Es sei nun 


o@) =: |eo|| 8) 
fürx = tx,. Offenbar gilt dann 
1. 9(&,) = ||x,|| und 
2. pa] = [el IIzoll = IE zoll = |Iell ; d.h. [pll=1. 
1) Matem. sb. 8 (45), 1938. 


9 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Setzen wir nun das Funktional p(x) auf den ganzen Raum fort, ohne die Norm 
zu verändern, so gelangen wir zu einem Funktional f(x) mit den geforderten 
Eigenschaften. 


Folgerung 2. In dem linearen normierten Raum Z sei die lineare Mannig- 
faltigkeit Z und ein Element x € Z gegeben. x habe den Abstand d > 0 von L 
(d = inf ||x, — x||). Dann existiert ein überall auf Z definiertes Funktional f(x) 

zeLl x 


mit den Eigenschaften 
1. fie) =0 für zeL, 
2. f(x.) = 1 und 
1 
3. |Al=4: 


Beweis. Wie wir bereits sahen, ist jedes Element der Menge (L;x,) ein- 
deutig in der Form v= x + tx, mit x € L und reellem t darstellbar. Das Funk- 
tional p(u) definieren wir auf folgende Weise: Es sei p(u) =tfüru=x + 1%. 
Offenbar gilt dann o(&) = 0 für x e Lund p(x,) = 1. Wir bestimmen jetzt ||p||. 
Es gilt ; 

Ei Ikell el Ill Ill all all 
ot = MS a Te tea Te, „| = 
F ur R 


und damit 


Ilell <z- a) 


Ferner gibt es eine Folge {x,} c L mit 


lm | — %]]=d. 
Man hat 2 
IP (&n — zo) S |Ipll In — zoll » 
und wegen 
|p (m — 20)| = plz) Plzo)| =1 
ist dann 


1 < |jpil ||&n — zoll - 
Durch Grenzübergang folgt hieraus 


1< |jpl| d (5) 
oder 


ı 
ell=7- 


1 
Aus (4) und (5) ergibt sich |ip|| = 7: 


Durch Fortsetzung von o(x) auf den ganzen Raum unter Beibehaltung der 
Norm erhalten wir dann ein Funktional f(x) mit den geforderten Eigenschaften. 
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“ Die erste Folgerung zeigt die Existenz eines Funktionals in einem beliebigen 
linearen normierten Raum, welches nicht überall verschwindet. Andererseits 
besagt diese Folgerung, daß x = 0 gilt, wenn bei festem x aus E für jedes lineare 
Funktional aus E* die Gleichung f(x) = 0 erfüllt ist. 

Man kann dieser Folgerung auch die folgende geometrische Fassung geben: 

Durch jeden, auf der Oberfläche der Kugel ||x|| < r gelegenen Punkt x, (||xo|| = r) 
kann man eine Stützebene legen. 

Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung einer für den »-dimensionalen Raum 
von H. Mınkowsxı bewiesenen Behauptung dar. 


Die Gleichung der Stützebene an eine solche Kugel lautet f(&«) = r ||fj|. Für 

x, gibt es aber ein Funktional f, mit ||f,|| = 1 und 
Jolzo) = ||=r. (6) 
Wegen (6) geht die Stützebene 
Ja) = r 

durch x,- 

Die zweite Folgerung ist interessant für das Problem, ein Element x, durch 
Linearkombinationen anderer Elemente x,,%,... aus E zu approximieren. 


Aus der zweiten Folgerung ergibt sich: 
x, ist dann und nur dann Grenzwert einer Folge von Linearkombinationen 


N 
3 6%, wenn f(&,) = 0 ist für alle Funktionale, die für x, &,, ... . verschwinden. 

i=1 
Wir beweisen das. Ausf(&) = 0,1=1,2,...,folge f(x,) = 0. Dann kann x, 
keinen Abstand d > 0 von der durch die Elemente {x,} erzeugten linearen 
Mannigfaltigkeit L haben, weil sonst nach der zweiten Folgerung ein Funktional 
J, existieren würde mit (a) =0,i=1L2,..., aber f(&,) = 1. Es bedeutet 
aber, d = 0, daß x, entweder Sanlnaspunks von List oder selbst zu Z gehört, 


d.h., x, muß durch Elemente der Form 5 6; %,; approximiert werden können. 
i-1 


Nun sei umgekehrt x, Grenzwert einer Folge von Elementen aus Z, und es sei 
J(z;) = 0 für alle Funktionale f. Setzt man 


In 
%o — lim En ’ &n — PE cm % > 
n i=1 
so findet man 


fe.) = Fo fe, 0 


i= 2 


Fxo) &n) ) = im fen) = 


und folglich 


$ 2. Die allgemeine Form linearer Funktionale 
in speziellen Funktionenräumen 


Bei vielen konkreten Funktionenräumen kann man eine allgemeine Form 
der auf ihnen definierten linearen Funktionale angeben. Die Kenntnis der 


9* 
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allgemeinen Form der linearen Funktionale erweist sich bei verschiedenen Unter- 
suchungen von Funktionenräumen als nützlich. 


Lineare Funktionale im »-dimensionalen Raum E,. [seiein auf E,, definiertes 
lineares Funktional. Für 


s=NVE&,eecE, 


i=1 


({&1, &9 : - -, &»} ist eine Basis in Z,) gilt 
% N N 
F(®) (2 & «) = Lv fe)= Däih. 
i=1 i=1 i—1 
Umgekehrt ist ein Ausdruck der Form 


fo) = Eike, a) 


wobei die f; beliebige Zahlen sind, ein lineares Funktional auf E,. Der Ausdruck 
(1) gibt also die allgemeine Form eines auf dem n-dimensionalen Raum definierten 
linearen Funktionals an. Da die fi als Komponenten eines n-dimensionalen 
Vektors f angesehen werden können, ist der zu EZ, konjugierte Raum E}; auch 
ein n-dimensionaler Raum mit einer im allgemeinen von der Metrik des HE, 
verschiedenen Metrik. 
Ist z. B. ||x|| = max |£}|, so ist 
T 


el= 28 
12 


| <Erns(& len 
und j 
BIEPE 2) 


Andererseits ist für das Element 


— Salon &;€eE,; 
Il] = 1 una = 
fe) Zins s= Zt (Z 1) nl! 
Deshalb gilt 
IE PATE ®) 


R 
(2) und (3) ergeben |!fl| = ea fil- 
= 
Wird in E,„ die euklidische Metrik eingeführt, so läßt sich leicht nachweisen, 
daß die Metrik in E} auch euklidisch wird. 
In Übereinstimmung mit der in der Tensoralgebra gebräuchlichen Terminolo- 
gie heißen die Elemente des Raumes E,, kontravariant und die Elemente von E}, 
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kovariant. Das lineare Funktional f(x) wird in der Form eines Skalarproduktes 
dargestellt: 

Je)= N: 
ze En Je Br. 

Lineare Funktionale ins. Es sei f(x) ein auf s gegebenes lineares Funktional 
(siehe 8. 13). Wir setzen e, = {EP} mit &® = 1 und &9 = 0 füri £n. Weiter 
sei f(e„) = @„. Da die Konvergenz in s koordinatenweise ist, so gilt für jedes 
= [Ey &m - . + die Gleichung 


NR oo 
e=-im Ya: 
k=1 


n k=l 


aus der wegen der Stetigkeit von f(x) 
Ja) = 3 fe) = & a En 
k=1 k=1 


folgt. Diese Reihe muß nun für jede Zahlenfolge {&,} konvergieren. Das ist aber 
nur möglich, wenn die a, von einer gewissen Nummer ab durchweg gleich Null 
sind. Folglich ist 


N 
fa) = 3% &r- 
k=1 


Umgekehrt ist jeder solche Ausdruck mit beliebigen reellen Zahlen «, und 
natürlichem N ein lineares Funktional in s. Wir haben damit das Ergebnis: 
Jedes auf s definierte lineare Funktional hat die Form 


N 
fa) = Er. 
k=1 


Leicht ist einzusehen, daß N und a,k=1,2,..., N, durch das Funktional f 
eindeutig bestimmt sind. 

Lineare Funktionale in © [0, 1] (Satz von Rızsz). f(x) sei ein lineares Funktio- 
nal in C [0,1]. Da jede auf [0, 1] gegebene stetige Funktion beschränkt und 
meßbar ist und für jede stetige Funktion x{f) 


sup x(t) = max x{f) 
o<ı<i 0<t<1 


gilt, kann man C [0,1] als Unterraum von M [0,1] ansehen, da in M [0,1] 


lz|| = ot, 0) = sup |z()]| 
0<1<1 
ist. Das auf C'[0, 1] gegebene Funktional f(x) setzen wir unter Beibehaltung 
der Norm auf ganz M [0, 1] fort. Diese Fortsetzung werde mit F{z) bezeichnet. 
Für die Funktion 
l für 0sSE<t, 
0 für IseEsl 
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gilt offenbar 
ulE)eM [0,1]. 
Das durch 
Flu(&)] = gE) 
erklärte g(t) ist eine Funktion von beschränkter Schwankung. Mit 
WO << <B<  - <a <hel 


als Zerlegung des Intervalls [0, 1] betrachten wir die Summe 


he [ol) — gu]. 
Wird E 


= sgn [gl&) — Ai-ı)] 
gesetzt, so gilt 


& Io) — sth = 3 1 [alı) — gun] 


= 2 & [Flu,,) — Fun )] = — rlE & li, — “| : 
Daraus folgt 


R 


Zn — oth-o <IIMI | et - m|-IM 


d= 


wegen. 
| 


IRI= A wa || =1. 


Somit haben wir schließlich 


R 


Elli) — ot] < |. 


i=1 


d.h., g(t) ist von beschränkter Schwankung. 
Es sei x(f) jetzt eine beliebige auf [0, 1] stetige Funktion. Die Funktionen 


approximieren dann x{t). Aus der Gleichung 


Fa) 3 (4)[s(£) 


k-1 


In m Zelle) rl] [in 


‚Andererseits konvergiert die Folge {2,(t)} gleichmäßig gegen x{f), d.h., es geht 
IIz» — x||—> 0. Da nun F(x) stetig ist, so strebt 


Fan) > Fa), 


folgt 
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und deshalb ist 
1 
F(«) [0 dgl). 


x(t) war nach Voraussetzung stetig, daher gilt 


Fa)=f®);. 


und es ist 
1 
fe) — z() dgl) . (4) 


Dabei kann die Funktion g(t) durch die mit ihr in allen Stetigkeitspunkten 
übereinstimmende linksseitig stetige Funktion g(f) = g (t — 0) ersetzt werden. 
Dies führt uns auf den 


Satz (F. Rınsz). Jedes lineare Funktional über C [0,1] läßt sich durch ein 
STIELTIES-Integral (4) darstellen. Dabei ist g(t) durch das Funktional f(x) be- 
stimmt und von beschränkter Schwankung. 

Wie man leicht sieht, ist umgekehrt auch 


1 
pe) = . x(t) dh(t) 


mit k(f) von beschränkter Schwankung ein lineares Funktional in C [0,1]. 
Offenbar ist o(x) additiv. Da man für gleichmäßig konvergierende Funktio- 
nenfolgen unter dem STIELTJES-Integral zur Grenze übergehen kann, so ist (x) 
außerdem stetig. Somit ist (4) die allgemeine Form linearer Funktionale in 
c [0,1], d.h., läßt man g(t) alle Funktionen von beschränkter Schwankung 
durchlaufen, so erhält man alle linearen Funktionale in C [0,1]. 
Wir wollen die Norm von f(x) bestimmen. Zunächst gilt 


& late) — gi || 


und damit 
1 
va = |fl- (8) 
Aus (5) folgt andererseits 
1 1 
= [«{t) dg( = < max |x{#)] ) Var = |[x|| Var (g) 
0 te[0,1] v 
Somit ist 
1 
Il = Var (g). (6) 
Aus (5) und (6) ergibt sich 
II = var M 


Werden zwei Funktionen mit ee Schwankung als gleich angesehen, 
wenn sie sich an allen ihren Stetigkeitsstellen höchstens um eine additive Kon- 
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stante unterscheiden, so ist offenbar die obige Zuordnung zwischen den linearen 
Funktionalen in © [0, 1] und den Funktionen von beschränkter Schwankung 
umkehrbar eindeutig. 

Ersetzt man in (4) die Funktion g(t) durch g(f), so bleibt die Ungleichung (6) 
richtig, und die Ungleichung (5) verschärft sich höchstens noch. Folglich behält 
die Gleichung (7) ihre Gültigkeit. 

A.A.Markow!) erweiterte den Satz von Rizsz, indem er die allgemeine 
Form linearer Funktionale im Raum C(K) der auf einem Kompaktum K 
stetigen Funktionen fand. 

Die allgemeine Form linearer Funktionale in L,. f(x) sei ein auf /, definiertes 
lineares Funktional. Da die Elemente &, = {£®} mit &® =1 und &P=0 
bei i + k eine Basis von 1, bilden, läßt sich jedes Element & € l, in der Form 


oo 
= NE % 
k-1 


darstellen. Aus der Linearität von f(x) erhält man 


k0,0] 


Ja) = Zu fan) - 

k=1 

Die Zahlen f(e,) = c, sind durch f eindeutig bestimmt. Mit ihnen schreibt man 

für die letzte Gleichung 

oo 
fe) = I &%- (8) 
Es sei x, = {&®} mit et 

zn — jea?"!sigenc, für k<n, 
E 0 für k>n. 


1 1 
Wie früher soll auch jetzt wieder für g gelten = + re 1. Dann ist 
Rn 
fan) = 3% lex]? 
k=1 
und andererseits 


Stan <A Ill = NZ te) ll ler) 


So erhält man 


4 n 1/p 
ze < ii] (2 er) 
k=1 k=1 


woraus 
n 1/a 
(Zur) sun 
k=1 
folgt. Diese Ungleichung gilt für beliebiges n. Für n— co hat man daher 
© 1/q 
(Zur) sun, ) 


1) Matem. sb. 4 (46), 1938. 
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d. h., es ist 
{cr} € A . 
Nehmen wir umgekehrt eine beliebige Folge {d,} e !,, dann ist 


le) = Z br dh 
k=1 


ein lineares Funktional in !,. Neben der trivialen Additivität ergibt sich die 
Beschränktheit von p(x) aus der HöLperschen Ungleichung. 

Damit haben wir gefunden: 

Gleichung (8) stellt die allgemeine Form eines auf 1, definierten linearen Funk- 
tionals dar. 

Wir berechnen noch die Norm eines solchen Funktionals f. Mit Hilfe der 
Hörnerschen Ungleichung erhält man aus (8) sofort 


[) 1/ {>} 1/ oo U 
f@)| — s(2 a) (2 fa) (2 es) j Ill 
k=1 k=1 


und hieraus 


x 
& &6% 
k=1 


© i/q 
n<(Z ter)" (0) 
Mit (9) ergibt sich 


i=(2 er)". 


Folgerung. Wir betrachten den Raum l,. Jedes lineare auf l, definierte 
Funktional läßt sich allgemein in der Form 


fie) = Z 0% 
k=i1 


oo oo 
schreiben, wo 3 c; < oound ||f}| = Vz ch ist. 
k=1 k=1 


In der Funktionalanalysis betrachtet man außer dem Raum /, auch den 
Raum |, dessen Elemente alle Zahlenfolgen 


TION ET, 


mit 
oo 
k=1 
sind. Eine Norm wird durch 


el = & lEil 
ki 


eingeführt. Es läßt sich zeigen, daß jedes lineare Funktional im Raum } die 
Gestalt 


fe) = Io Ex 
k=1 


130 Kapitel IV. Lineare Funktionale 


annimmt. {c,„} ist hierbei eine beschränkte reelle Zahlenfolge. Die Norm des 
Funktionals f wird durch die Gleichung 


It} = sup In! 
gegeben. 


Lineare Funktionale in Z,[0, 1]. Wir betrachten irgendein lineares Funktio- 
nal f(x) aus L,[0, 1] für 9 > 1, setzen 


1 fü 0s<SE<t, 
0 für I<SEsIT 


und beweisen, daß g{t) = f[u,(&)] absolut stetig ist. Dazu sei 6, = (Tr, h,), 

i=1,2,...,n, ein beliebiges System sich nicht überdeckender in [0, 1] ge- 

legener Intervalle. Außerdem benutzen wir die schon auf S8. 126 definierten g;. 
Es gilt dann 


R 


& Inte) — tn) = 2 sul) - ot] 


i= 


BE eu [u(E) =} < |] I£ elu,(E) =] 
» 1/p 
= (Eat — wo") 
n 1/p n 1/p 
< ne) WlZ me)”. 


also ist g(£) absolut stetig. Als absolut stetige Funktion besitzt g(f) eine fast 
überall Z-integrable Ableitung, und g(f) ist gleich dem LesEsaVEschen Integral 
seiner Ableitung. Setzt man a(f) = g’{t), so ist 


i 
gt) = g(0) ar) dr. 
Nun muß aber 


= ul] = 0 


ul) =o— 
das Nullelement von Z, [0, 1] ist. Folglich gilt 


gti) = f alt) de. 


ö 
Mit den oben erklärten Funktionen u,(r) erhalten wir 


e 
Kante) = 90 = [ atı) dr = Frut ufe) afı) dr, 
und da f ein lineares Funktional sein sollte, so gilt 


fi 2.(r) alt) dr, 


sein, weil 
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wenn 
n 


= 0% [* (wi @] 


k=1 n 
gesetzt wird. 

Ist x(t) eine beliebige beschränkte und meßbare Funktion, dann kann man 
eine Folge {z,(f)} von stückweise konstanten Funktionen angeben, so daß fast 
überall 

Zul) > xt) 
konvergiert. Dabei kann {z,„(t)} als gleichmäßig beschränkt angenommen wer- 


den. 
Nach dem Satz von LEBESGUE über die Integration einer beschränkten Folge 


erhalten wir 


lim f(2„) = lim N ZT) a(T) de = Fam Zu(t) a(t) de = fake) alt) dr. 
m m 0 0 m 


0 


Da andererseits fast überall 
Zul) > ze) 
strebt, so geht 


1 1ip 
em — all = ( [zm(t) — z{t)]? “) —0 
-\0 
für m -> oo. Deshalb strebt f(2„) > f(x), und es ist schließlich 


1 
oe nz 


Die durch 
' jat)j"!sgnaf), wenn jafl<n, 
Kult) = 
0, wenn Jat)| > nr 


definierten Funktionen sind beschränkt und meßbar. Dabei ist g die zu p kon- 


1 
jugierte Zahl, d. h., es ist 5 + = 1. Folglich ist 


1 
fan) 1 %n(t) a(t) di 
und 
j 1 1/p 
Ye SA Ill IWF ietarra) 
Andererseits gilt 
1 1 
\fn)| = f(&,) = %y(d) alt) di = [&.(#)| [e{)] di 
2 1 2 1 


> | ae fee Tr S Temiopir. 
0 


0 0 
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Also ergibt sich 
1 1 1/ 
Fiesta ae < I Ieall = I1(f or ae)” 
und daraus 
1 1/q 
( heute)? a) < If]. 


Offenbar geht aber 
| > etje=" 


fast überall auf [0, 1] für n — oo, weil a(t) L-integrabel ist und folglich nur für 
eine Punktmenge vom Maß Null unendlich wird. Für n — oo erhält man 


(For a)" sn 
oder 
1 1/ 
( Iata)j? a) "<ifl. an) 


Also ist 
ott)e L,[0,1]. 


Ist x({f) jetzt eine beliebige Funktion aus L, [0, 1], dann existiert 
1 


S xt) «(t) dt 
1) 


wegen der HöLpzrschen Ungleichung. Ferner läßt sich eine Folge beschränkter 
Funktionen {x,„(t)} angeben, wobei 


f jet) — 2)? di — 0 
strebt für m — 00. Nach der Hötperschen Ungleichung geht 
J Zt) alt) d— fat alt) dt. 
Da aber die x,(t) beschränkte meßbare Funktionen sein sollten, so ist 
Fanlı) at) dt = San) 
und folglich strebt i 
Fu) > |) a(t) di 


für m — 00. Andererseits konvergiert 


Es gilt also 


Sa) = [ xt) alt) di. (12) 
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Wir haben damit das Ergebnis: Jedes auf Z, [0, 1] definierte Funktional 1&ßt 
sich in der Form (12) darstellen. Ist f(f) eine beliebige zu L,[0, 1] gehörige 
Funktion, so ist umgekehrt auch 


1 
9x) = x(t) B(t) di 


ein auf L, 0, 1] definiertes lineares Funktional, weil @(x) additiv und wegen der 
Höuperschen Ungleichung auch beschränkt ist. 

Die Formel (12) stellt also für ein beliebiges a{t) € Z, [0, 1] die allgemeine Form 
der auf Z,[0, 1] definierten linearen Funktionale dar. 

Die Norm eines solchen Funktionals läßt sich leicht angeben. Aus (12) folgt 
zunächst 


21 [or (ara) "el ara) 
Also gilt 
Is = (f EIGJE a)”. (13) 


Aus (13) und (11) schließt man 


in =(fkora)” 


Häufig betrachtet man den Raum L[0,1] = L,[0,1] der im Sinne von 
1 
LeBrs@uR integrablen Funktionen. Dann ist also ||| = [ |x(t)| di. Die allge- 
6 


meine Form der auf Z[0,1] definierten linearen Funktionale wird dann 
1 
Jt&) = [ «tt) a{t) dt, wo a(t) fast überall beschränkt ist. Für die Norm ergibt sich 


Ö 
|I/|| = vrai max la(t)| . 
[0,1} 


Die allgemeine Form linearer Funktionale im Hıusgzrr-Raum. Wir betrachten 
ein lineares Funktional f(x) auf einem HiLzerr-Raum H. Da H ein komplexer 
linearer Raum ist, wird man natürlich für f(x) komplexe Werte zulassen. Ein 
komplexes Funktional heißt linear, wenn es additiv, homogen und stetig ist 
(diese drei Bedingungen sind für komplexe Funktionale unabhängig). 

Es sei f(x) ein beliebiges auf HZ definiertes lineares Funktional. Mit Z werde 
die Menge der Nullstellen dieses Funktionals, d.h. die Gesamtheit der ze H 
mit f(x) = 0, bezeichnet. Offenbar ist L ein Unterraum von H. Denn Z bildet 
wegen der Additivität und Homogenität von f(x) eine lineare Mannigfaltigkeit 
und ist abgeschlossen, weil f(x) stetig ist. 

Für ein beliebiges Element x aus Z, welches nicht zu Z gehöre, werde mit x, 
die Projektion von x auf den Unterraum H — L bezeichnet. Dann ist offenbar 
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fa). #0. fürn =- hat man f(x.) = 1. Ist nun z ein beliebiges Element 


aus HZ und f(x) = ß, so eilt 
Fa) — Bf) = 0 


oder 
f@-Ba)=0. 
Alsomußx — x, = zmitze L oder 
z=ß%,-+2 


sein. Diese Gleichung zeigt, daß H die orthogonale Summe des Unterraumes L 
und des durch x, erzeugten eindimensionalen Unterraumes ist. 
Da x, | z ist, so haben wir 


%,2)=ß|e.l 


I (a en) 
Wird —— = Ar mit % bezeichnet, so gilt 
a) = (@ u), (14) 


d.h. die Darstellung von f(x) als inneres Produkt das Element x mit einem 
festen Element «. 
Durch f(x) ist w eindeutig bestimmt. Wäre auch 


f®) = (2, ®) » 


oder, da ß = f(x) ist, 


so würde 
(u —v)=0 


folgen. Da diese Beziehung für beliebiges x e H gelten müßte, so kann nur 
u—= v sein. 
Aus (14) erhält man weiter 


Ye) = le w| = |ell |leil 
= Iell- 
fu) = (u, u) = |u|?. 


Also kann |{f|| nicht kleiner als ||u|| sein, somit ist ||f|| = |le||- 
Zusammenfassend gilt: Jedes lineare, auf einem HILBErT-Raum definverte 
Funktional f(x) besitzt die Form 


d.h, es gilt 


Ändererseits ist 


fa) = (®, u) ; 
wobei u durch f(x) eindeutig bestimmt und 


= Ikell 2a) 


ist. 
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Auch umgekehrt ist für ein beliebiges ue H durch (14) ein Funktional f defi- 
niert, und die Norm von f genügt der Gleichung (15). (14) ist also die allgemeine 
Form linearer Funktionale in einem HıLBERT-Raum. 


$ 3. Konjugierte Räume und adjungierte Operatoren 


Wie sehon erwähnt wurde, bildet die Gesamtheit aller auf dem linearen 

normierten Raum E definierten linearen Funktionale einen BanacH-Raum E*, 

. derzudem Raum E konjugiert ist. Unter Benutzung der allgemeinen Form der 

linearen Funktionale kann man in bestimmten Fällen den Raum E* bis auf 
Isomorphie genau realisieren. 


1. Es sei E= C [0,1]. Wir betrachten die Menge der auf [0, 1] definierten 
linksseitig stetigen Funktionen g(f) von beschränkter Schwankung, die für i = 0 
verschwinden. Diese bilden öffenbar eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn man 
in der üblichen Weise die Addition zweier Funktionen und die Multiplikation 
einer Funktion mit einer Son Zahl erklärt. Die Norm einer solchen Funktion 


definieren wir durch |/gj| = Var (9). Die Axiome der Norm sind offenbar erfüllt. 


Der so erhaltene lineare Hormiarg Raum v ist der der Funktionen mit be- 
schränkter Schwankung. 
Betrachten wir den Raum E* = C’*[0, 1] aller linearen Funktionale, die auf 
C [0,1] definiert sind, so entspricht jedem linearen Funktional fe C*[0, 1] 
eindeutig eine Funktion g(f) mit g(0) = 0 und beschränkter Schwankung. Um- 
gekehrt ist den Funktionen g(f) mit g(0) = 0 und beschränkter Schwankung 
ein Funktional fe C* [0,1] zugeordnet. Deshalb besteht zwischen der Menge 
aller linearen Funktionale aus C*[0,1] und allen Elementen des Baumes 
der Funktionen mit beschränkter Schwankung eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung. Offenbar entspricht bei dieser Zuordnung, falls den Funktionalen 
ff die Funktionen g;(), 95(t) zugeordnet sind, der Summe fi(f) + fa(t) die 
Summe g9;(f) + 9,(f) und dem Funktional A f(t) die Funktion A g(f). Diese Zu- 
ordnung zwischen O*[0, 1] und dem Raum der Funktionen mit BOSSREaRKIET, 


Schwankung ist also ein Isomorphismus. Da außerdem ||fj| = Var (g = ||gl| 
gilt, ist diese Zuordnung isometrisch. 
Vom Standpunkt der Funktionalanalysis aus sind diese beiden Räume gleich. 
Man sagt deshalb oft, daß C’* [0, 1] der Raum der Funktionen mit beschränkter 
Schwankung ist. 


2. Es sei #=[,[0,1]. Wir betrachten außerdem den Raum Z, [0,1] mit 


1 
g= »_T' Da jedem Funktional fe L, [0,1] eindeutig eine Funktion a(f) 


e L,[0, 1] entspricht und umgekehrt, besteht zwischen den Räumen 27 [0,1] 
und Z, [0,1] eine umkehrbar eindeutige Zuordnung. Wie früher überzeugen 
wir uns davon, daß diese Zuordnung isomorph und isometrisch ist, d. h., es ist 
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Fi [0,1] = Z, (0, 1] bis auf Isomorphie und Isometrie. Insbesondere gilt bei 
= 2:15 [0, er = L,[0,1]. Deshalb heißt der Raum 21, [0,1] zu sich selbsi 
ie 


3. Es ist I, = 1, speziell 5 = I. 

Wir Haben in Kapitel III, $4, S. 101 gesehen, daß ein zu einem linearen 
normierten, nicht unbedingt vollständigen Raum konjugierter Raum ein 
BanaAcH-Raum ist, d.h. ein a linearer normierter Raum. Da nun 


Z,[0, 1] konjugiert zu 7, [0,1], — +7 = 1 und /, zu I, konjugiert ist, erhal- 


ten wir als Folgerung von 2. and 3. Een neuen Beweis für die Vollständigkeit 
der Räume L, [0, 1] und ],. 

4. Ein lineares Funktional im HiLBerr-Raum wird von einem Element des- 
selben Raumes erzeugt. Der HILBERT-Raum ist selbstkonjugiert. 

Aus dem gleichen Grunde ist auch der n-dimensionale euklidische Raum selbst- 
konjugiert. 

Reflexive Räume. EZ sei ein linearer normierter Raum und #* der konjugierte. 
Da E* ebenfalls ein linearer normierter Raum ist, kann man #** = (E*)* usw. 
konstruieren. 

Wir betrachten E** ausführlicher. Es ist der Raum der auf E* definierten 
linearen Funktionale. Die Elemente von E* sind auf Z definierte lineare 
Funktionale. Wir betrachten das auf E definierte lineare Funktional f(x) 
Hier wird das Funktional f festgehalten, und x durchläuft alle Elemente von #. 

Man kann den Ausdruck f(x) auch anders interpretieren. 

Ist etwa 1 


fa) = J z{t) dgl) , 


so.haben wir bei festem g(6) und veränderlichem x(f) den ersten Fall; festes x{f) 
und veränderliches g(£) entspricht dagegen dem zweiten Fall. 

Hält man x fest und läßt f die Elemente von E* durchlaufen, so entspricht 
jedem fe E* eine reelle Zahl. Der Ausdruck f(x) ist also für festes x und ver- 
änderliches f ein auf E* definiertes Funktional F,. Man kann deshalb 


fa) = Fı{f) 
schreiben. Da, wie leicht einzusehen ist, F, sogar ein lineares Funktional ist, 
gilt F,e E**, Denn es ist 


F(fi+ P) = (A + Jo) (&) = Fila) + Fake) = Fl) + Fif) - 
rl = |fte)l < ltell IA 


Aus 


folgt insbesondere 


I] = |lell- a) 
Nach der ersten Folgerung aus dem Satz von BAnAcH-HAun gibt es zu jedem x 
ein lineares Funktional f, mit fy(&) = ||x|| und ||f,|| = 1. Für ein solches Funk- 


tional ist |P,(o)] = Io) = ||ell oder [P,40)| = |Ifall Neil, was dasselbe be- 
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deutet. Also haben wir 
Ir. > |ell. (2) 


Aus (1) und (2) folgt 
Rail = Iell- (8 


Pure = Fa) + FD) 


Fa =AFAN: 
Somit entspricht jedem x € E ein wohlbestimmtes Funktional F,e E**. Dabei 
ist diese Zuordnung zwischen dem Raum E und der Menge {Por G E** jso- 
morph und isometrisch [die umkehrbare Eindeutigkeit zwischen EZ und {.F,} 
folgt aus (3)], d.h., es ist EC E** Ist E=E**, so heißt der Raum E 
reflexiv. 


Offenbar ist auch 


und 


Beispiele. 1. Der n-dimensionale euklidische Raum ist reflexiv. Ist E ein solcher 
Raum, so ist E* ebenfalls ein n-dimensionaler euklidischer Raum, folglich auch E**. Ist 
aber ein n-dimensionaler Raum Teil eines anderen, so stimmen beide überein. Aus #E = E** 
folgt deshalb E = E**. j 


‚2. Der Raum Z,[0, 1](p > 1) ist reflexiv. Denn es gilt 
25* [0,1] = (25 10, 1)* = (Z,[0, 1))* = 7,10, 1]. 
3. 1,(p > 1) ist reflexiv. Man schließt analog wie bei 2. 
4. C [0,1] ist nicht reflexiv. Angenommen C[0,1] wäre reflexiv. Ein beliebiges 
lineares, auf dem Raum V der Funktionen von beschränkter Schwankung definiertes 
Funktional F(f) muß bei passender Wahl von xe C’[0,1] dann die Gestalt F,(f) = f{«) 


haben. Erinnern wir uns an die allgemeine Form der auf C [0, 1] definierten Funktionale, 
so können wir für ein beliebiges F(f) 


1 
FEN = fe) =/ a{t) df{t) (4) 


schreiben. Mit ff£) bezeichnen wir die dem Funktional f(x) aus C’* [0, 1] zugeordnete Funk- 
tion von beschränkter Schwankung. Das Funktional 


FIN -/o-9 


ordnet jeder Funktion f(t) mit beschränkter Schwankuing ihren Sprung im Punkt i, zu. 
Offenbar ist F,(f) additiv. Aus 


; 1 
Fear) - Fa = ver(f) = fl 


folgt die Beschränktheit von F,,(f) und die Tatsache, daß die Norm von F,(f) nicht größer 
als 1 sein kann. Außerdem ist offenbar F,(f}) #0. Es genügt nämlich, F,(f) mit 

0 für OosSt<t, 
A = 5 für ,<i<i 
geben derart, daß 


zu betrachten. Wegen (4) muß es eine stetige Funktion. x,(f) 


j 1 
Fa) =/f alt) dt) (5) 
gilt. Für 
[7 
Je) = fake) di 
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hat man F,(fo) = 0, weil fol) stetig auf [0, 1] ist. Andererseits ist aber 


1 1 
Palo) =/ (8) Kol) = f a) d>0, 


da z,(t) == Oist. Sonst wäre F„(f) = 0. Das ist ein Widerspruch. 

Dieser Widerspruch entstand auf Grund der Annahme, daß jedes lineare Funktional 
Fe C**[0,1] die Form F, besitzt, d. h., daß der Raum © [0, 1] reflexiv ist. Demzufolge 
ist der Baum C[0, 1] nicht reflexiv. 


A.J. Puusswer bewies: Entweder es ist E= E* *, oder es sind alle Räume Z, 
E*, E**, E***, ... verschieden. Näheres dazu siehe [6]. 


Adjungierte Operatoren. Wir betrachten einen linearen beschränkten Opera- 
tor y= Az, der den linearen normierten Raum E, in. den linearen normierten 
Raum E, abbildet. Es sei o(y) ein auf E, definiertes lineares Funktional. Dann 


‚ist o(y) definiert für y= Az, wo x ein beliebiges Element aus E ist. Es gilt 


ey)=pP(AR)=fe). 
f(x) stellt ein gewisses auf E definiertes Funktional dar. Offenbar ist f(x) linear. 
Somit entspricht jedem g € E/ ein Funktional fe E}. 

Die Gesamtheit der so.erhaltenen Zuordnungen bildet einen gewissen Opera- 
tor, der auf EB}; definiert ist und dessen Wertevorrat Ef angehört. Dieser Opera- 
tor wird mit A* bezeichnet und heißt der zu A adjungierte Operator. Für die 
Gleichung o(y) = f(x) schreiben wir 


J-4*p. 


Beispiele. 1. A sei ein Operator aus (E — E), wo E der n-dimensionale Raum ist. 
Dann wird A durch eine Matrix (a,;) der Ordnung n gegeben, und für 


y=4x 


mit y= Meng N = En... ,&n} Kann man auch schreiben 1, = I 58; 
Für jedes lineare Funktional fe #* gilt Fi 
F=(eJe Fa) fa) = hi 
ı 
und deshalb ' 
JAy)= NVhm=- 2 2 hm =- 3 ml - IE = 34% 
% “3 vr 2 Fl] F 3 
mit 
= Ymfı- 

[2 
Der Vektor g= (91,93% - - - > 91) ist ein Element von E*. Man erhält g aus dem Vektor 
I=(fef» ---»/n) desselben Raumes durch die lineare Abbildung g = 4* f, wo A* die zu 


transponierte Matrix ist. Dem adjungierten Operator entspricht deshalb im n-dimensio- 
nalen Raum. die transponierte Matrix. 


2. Wir betrachten in 2, [0, 1] den Frepaoimschen Operator 


1 
Ax=yi) = Kit, s) x(s) ds 
0 
mit stetigem Kern K({f, s). 
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Ein beliebiges lineares Funktional f{y) auf L,[0,1] hat die Form 
1 
Sy=Wf) = Su0J0 di, Wei Tl. 
Deshalb ist 
1 
fAs)= 510 fi Kit, s) &(s) a) d= f %(s) f Kit, s) ftt) a ds 
0 


= x(s) g(s) ds 
mit 
i 
3) = Ks, 1) fie) ds . 
Im vorliegenden Falle entspricht somit dem adjungierten Operator die Vertauschung 


der Veränderlichen s und t im Kern X({t, s) (K(s,t) bezeichnet man als den zu K(f, s) trans- 
ponierten Kern). 


Satz 1. Der zu dem linearen Operator A, welcher den linearen normierten, 
Raum E, in den linearen normierten Raum E, abbildet, adjungierte Operator A* 
ist ebenfalls ein linearer Operator, und es gilt ||A*|| = |I4|]-. 


Zunächst ist klar, daß A* additiv ist. Weiter gilt 

KA* 9) (@)| = If) = pP Al < |pll 114 el Ss |Iell IA Iell - 
- Daraus folgt ||f|| < |p]| ||A]|- Da f= 4* p ist, ergibt sich 
A* oil = All |lell- 


A* ist somit ein beschränkter Operator, für den 


a8 < Il4 6 
gilt. z, sei nun irgendein Element aus Z,. Nach der ersten Folgerung aus dem 
Satz von Banach-HAHn gibt es dann ein Funktional o, e Ey mit ||pol| = 1 
und oA x,) = ||A x,||. Hieraus erhalten wir 


IA zoll = Po(A 20) = Fol) = IFol| Iroll = IIA* poll zoll = II *]I Ieoll Troll 
= A4*l |eoll » 
also gilt 
als IlA*l|- m 
Aus dieser Ungleichung und (6) folgt ||A|| = ||4*|| . 
Der Begriff des adjungierten Operators kann auch dann eingeführt werden, 
wenn. der Ausgangsoperator A ein linearer, nicht beschränkter, auf einer in 
einem linearen normierten Raum FE, überall dichten linearen Mannigfaltigkeit 


L, definierter Operator ist, dessen Werte in einem Raum E, liegen. A sei 
solch ein Operator und oe E/. Wir betrachten 


ygAs)=fla), wel. 


10* 
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Dann ist offenbar f,(x) ein additives und homogenes auf L, definiertes Funk- 
tional. Für ein beliebiges Funktionalp aus E/ wird das Funktional f, im 
allgemeinen nicht beschränkt sein. Ist jedoch für einge E/ das Funktional f 
beschränkt, so kann es stetig zu einem linearen Funktional f, das auf ganz E, 
definiert ist, fortgesetzt werden. 

Wir haben so aufeiner Mannigfaltigkeit L/ c Ey einen Operator A * definiert, 
der den linearen Funktionalen p e L/ die Helden Funktionale fe E# zuordnet. 
Dieser Operator heißt adjungiert zum linearen unbeschränkten Operator A. 
Wie man leicht sieht, ist Z, eine lineare Mannigfaltigkeit und der lineare 
Operator A* auf L/ im allgemeinen nicht beschränkt. 


Beispiel. @sei ein beschränktes meßbares Gebiet der Ebene. Wir betrachten im Raum 
Z(&) den Differentiatiorisoperator 


o 
 Bch, Oyl’ 
der auf der linearen Mannigfaltigkeit L, c L,(@) der I-mal stetig differenzierbaren Funk- 
tionen, die auf einem Randstreifen von @ verschwinden, definiert ist.. Die Mannigfaltig- 


keit L, istüberall dicht in L,(G) und der Operator A aufihr distributiv und nicht beschränkt. 
Die Werte des Operators sehen wir als zu demselben Raum L,(@) zugehörig an. 


1 1 
Für eine Funktion va, y) € Zul) (- TE — ) gelte die Gleichung 


ua, y) 
Dee Oyfı. vr, y)dedy = Auvdady= uwdxdy 
@ 


für jede Funktion u(w, y) € L, und eine Funktion w(x, y) € Lp- 
Das Funktional 


h+bh=l, 


fu) = JS u, y) wi, y) de dy 


ist als ein auf Z,c L,(G) definiertes Funktional offenbar distributiv und darüberkinaus 
wegen 


Ifw)| = Y* w da a = ll: Iollı, 


beschränkt. Wir können es auf ganz L,(@) fortsetzen. Dadurch erhalten wir den zu A 
adjungierten Operator A*, 
drv=w. 


Sein Definitionsbereich ist eine Menge von Funktionen v(x, y) € L,(6), und sein Wertebereich 


liegt im selben Raum. Wir erinnern uns an die zweite Definition der verallgemeinerten 
2 


v 
Ableitung. A*v unterscheidet sich von der verallgemeinerten Ableitung Dal dog, TUR 


um den Faktor (—1)!. Also kann die verallgemeinerte Differentiation auch als Operator 
angesehen werden, der adjungiert zum Differentiationsoperator ist, wobei man als dessen 
Definitionsbereich die Menge aller I-mal stetig differenzierbaren Funktionen ansieht, die 
auf einem Randstreifen von @ verschwinden. 


Die Matrixdarstellung eines Operators in einem Raum mit Basis. Im BANAcH- 
Raum E mit Basis sei ein linearer beschränkter Operator A gegeben, der E in 
sich abbildet. 
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Wir wählen xe E. Dann ist 
x = lim x, 


N 


mit 
R 
a 
i=1 


Folglich ist 
Rn 
=lm 3 &4Ae. 


n i=1 


y=4Ax=4 (lim x,) 
Rn 
Da A e, wiederum ein Element aus # ist, kann es nach den Basiselementen 


zerlegt werden: 
oo 
A&s;= N Mi: 
k=1 


Dann ist 
y-Ar-im 2&(2 ae). (8) 
k=1 


n i=l 
Nun ist aber ye E und kann folglich auch nach den Basiselementen zerlegt 


(9) 


werden: 
oo 
Yy=- 3 e- 
k=1 


Es sei jetzt {fi} eine zur Folge fe,} biorthogonale Folge von Funktionalen. 


Dann erhalten wir aus (8) und (9) 


N oo N 
Nm = Fa(y) = Im Hm P3E? | & ac)! — Im fu [2 8, (2 %pi er 
n i=l \kel n il \k-1 
N oo N oo 
= lm I& 3 Mina) =lim amd = ZH mii. (10) 
n i=l k-1 n ie i=1 
Die Gleichung (10) zeigt, daß der Operator A eindeutig bestimmt ist durch 
die unendliche Matrix (a,;) (mit Hilfe dieser Matrix ergeben sich aus den 
Komponenten des Elementes x eindeutig diejenigen von y= A). 
Wir betrachten nun den adjungierten Operator A*, der E* in sich abbildet. 


Es sei f= A*o, d.h., für beliebiges x e E gilt 


pAa)=fie). 
Es sei weiter 
u p =Z cifı 
und 
f=Fdf 
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Wir erhalten 
oo N oo 
py(Ar)=9p ZZ u) = — Ei p : 2% (£ Oi ) a 
ö G k=1 \i=1 
N n 


— lim & (£ 06) Ye) = n Zi&“ &) &% 


8 


I= i= 
Folglich gilt . 

oo x N 
2 di&; = lim 3 (2 au) &. (11) 

i=1 n del\kel 
Es sei z = db. = &=0füri-+ m. Dann ergibt Gleichung (11) 

N x 
dm = lim 3 Ann = & Apm Cr: 
n kei k-1 


Die erhaltene Gleichung zeigt, daß die dem adjungierten Operator entspre- 
chende Matrix die Transponierte zur Matrix des Ausgangsoperators ist. Diese 
Darstellung von Operatoren und ihren Adjungierten gilt beispielsweise im 
Raum ],. 

‘ Aus der Matrixdarstellung der Operatoren lassen sich leicht die folgenden 


Eigenschaften ablesen: 

1.(4+B)+=4A*4+B*, 

2. (AB*=B*A*, 

3. (AT)* = (A*)!, sofern 47! existiert. 

Diese Formeln lassen sich übrigens auch ohne die Voraussetzung der Existenz 
einer Basis leicht beweisen. 


Inneres Produkt, ortbogonale Elemente und biorthogonale Systeme. Es sei 
xeE und fe E*. Der Ausdruck 
fe) =(h® (12) 
ist für die beiden Veränderlichen x und f ein bilineares Funktional, d.h., er 
ist in x und auch in f linear. 
Ist X ein Hınzerr-Raum, so gilt E* = E, und (12) stellt das innere Produkt 
“ von x und f dar [siehe (20) in $ 2]. 
Es ist auch im allgemeinen Fall, wenn E* = E ist, üblich, (12) als lineares 
Produkt von fe E* und x e E aufzufassen. 
Ist 
== 0; 


so heißen fe E* und ze HE orthogonal. 
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Satz 2. Es sei A, Eigenwert des linearen Operators A«e(E-> E) und x, ein 
entsprechendes Eigenelement. Weiter sei u, Eigenwert des adjungierten Ope- 
rators A* mit dem Eigenelement f,. 

Dann sind die Eigenelemente orthogonal, falls A + ug ist. 


Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Satzes von der Orthogonalität der 
Eigenfunktionen adjungierter Integralgleichungen. 

Der Zusammenhang zwischen den Operatoren A und A* läßt sich mit Hilfe 
des inneren Produktes ausdrücken. Es gilt 


Auf)= m, A*f) 
für alle fe E*, ze E. Nach Voraussetzung ist 
Am=h%, A*f= Mo So - 
Daraus und aus der obigen Gleichung erhalten wir 


Ayo fo) = Hol&o: Fo) 


(Ay — Ho) (fo) = 0: 
Da nach Voraussetzung u, — A, # 0 ist, so folgt 
of) =0. 
Die Folgen {x,}, „€, und {fa} fn«E*, heißen, wie. bereits erwähnt, 


biorthogonal, wenn für alle und 5 


(u, F) = 645 (13) 


oder 


ist. 

Für i #5 sind also x, und f, orthogonal. 

In $6 des vorigen Kapitels haben wir ein Beispiel biorthogonaler Folgen 
betrachtet. Es waren dies die Basiselemente },,l,...,!„,... und die durch 


x 
f(x) = & für = 3% £&,1, definierten Funktionale fi, fa - - - fm - 
k=1 


Ist E selbstkonjugiert, etwa ein HıLserr-Raum, so gehören beide Folgen zu E. 
Fallen {x,} und {f„} zusammen, so wird aus der Biorthogonalität die ge- 
. wöhnliche Orthogonalität. 

Es seien {x,} und {f„} biorthogonal und x e E sei durch eine Reihe 


«= FE 2; . (14) 
i=l : 
darstellbar. Es gilt 
(& J) = im (2 & 2. = lim D &: (0, Je). 


N n = 
Für n> k ist wegen (13) dann 


R} 


Side Fr) == & ’ 
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weil in dieser Summe alle Glieder außer 


Erl& I) = & 


verschwinden. Hieraus folgt (x, fx) = &, und für (14) bekommt man 


x > (x, fi) 8: - (15) 
Ist 
J= dl» (16) 
n=i ö 
so erhält man analog j 
d, = (@n: BB) : 


(15) und (16) heißen Fourızr-Reihen der biorthogonalen Folgen. 

P.L. TscHzBYScHzEw und A.A.MARKow untersuchten erstmalig nicht- 
triviale Beispiele biorthogonaler Folgen im Zusammenhang mit Interpolations- 
aufgaben. 

Wir zeigen, daß zu einem beliebigen linear unabhängigen System vom Ele- 
menten (2,,%,...,%») CE ein zu ihm biorthogonales System linearer Funk- 
tionale {fu fa - --»/n} < E* existiert. 

Es sei L, = L(x,, %a, ...,%,) die von den Elementen z,, 25, . . ., %„ erzeugte 
lineare Mannigfaltigkeit . Da x, einen Abstand d > 0 von Z, besitzt (auf Grund 
der linearen Unabhängigkeit der Elemente x,, x,, ... ., x„ und der Abgeschlossen- 
heit von L,), existiert ein lineares Funktional f(x) derart, daß f(x) = 0 auf 
L,, speziell für die Elemente x,, 3, ...., 2,, und fi(z,) = 1 ist. 

Durch Wiederholung dieser Operation für die Mannigfaltigkeit 


L, = Li&,, %g, . . ., %) 


und das Element x, usf. erhalten wir das geforderte System von Funktionalen. 
Ist nun umgekehrt ein System {f,f»---‚fu)cE* linear unabhängiger 
linearer Funktionale gegeben, d.h., folgt aus 


A, F(®) +2) ++. + An Fu) 0 


für beliebiges xe E die Beziehung , =4,=:--=4,=0, so existiert ein 
System {x,%,...,%,.}cE, das biorthogonal zu diesem System von Funk- 
tionalen ist. 

Zunächst sei n=1. Wegen fi(z) =0 existiert ein Element x, mit fi(z,) 


=a=0. Dann besitzt das Element x, = u die geforderte Eigenschaft. 


Unter der Voraussetzung, daß die Behauptung für n — 1 linear unabhängige 
Funktionale gilt, beweisen wir den Satz fürn Funktionale. Essei{x,, 2, ..-, &n} 
ein zu den Funktionalen f, fa - - -, fn biorthogonales System von Elementen. 
Wir bezeichnen mit M, die durch das Gleichungssystem 


Re)=0,; fe) =®,..., Jı(2) = 0 
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definierte lineare Mannigfaltigkeit. Für beliebiges x € E gehört das Element 


R 
i=2 


= fı(®) 
dieser Mannigfaltigkeit an. In M, existiert ein Element x, mit fi(x@,) = #0. 
Andernfalls wäre f,(w) für alle w gleich Null: 


mit 


Fe) -2 a Fla) = 0 
oder 2 


für jedes x ce E. Das würde bedeuten, daß f, eine Linearkombination der Funk- 


tionale f, fa, - - -, /n wäre, was aber nach Voraussetzung nicht möglich ist. 
Somit existiert ein Element x, mit 
Filz) = a #0, Faro) = Ss) = = Int) = 0. 


Indem wir x, = m setzen, erhalten wir das erste Element des biorthogonalen 
Systems. 
Wir wiederholen die gleichen Überlegungen für die Mannigfaltigkeit 


M, = {«: fii®) = 0, Fe) = 0... fule) = 0} 
und das Funktional f, und erhalten das Element x, usw. 


Konjugierte Räume von komplexen linearen Räumen. Alle in diesem Para- 
graphen eingeführten Begriffe lassen sich auch auf den Fall eines komplexen 
linearen Raumes E übertragen. Als zu E konjugierten Raum #* bezeichnen 
wir die Gesamtheit aller linearen komplexen Funktionale auf E. 

Wie oben nennen wir inneres Produkt (x, f) mit ze E und fe E* die Zahl 
fie). Damit die Eigenschaften des inneren Produktes in einem komplexen 
Hırserr-Raum erhalten bleiben, muß (x, f) ein lineares Funktional in x und 
adjungiert-linear in f sein: 

@AN=AR Sf). 
Dadurch ist auch die Multiplikation mit einer komplexen Zahl} in #* erklärt: 
Af ist das lineare Funktionalg auf E mit . 


pe) = Afte) . 
Der Begriff des zu einem Operator A aus (E— E) adjungierten Operators A* 
wird für den Fall komplexer Räume folgendermaßen definiert: A* ist der- 
jenige Operator aus (E*— E*), für den 


für alle ze E und alle fe E* gilt. 
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Alle Eigenschaften des adjungierten Operators übertragen sich unmittelbar 
auf den komplexen Fall bis auf eine Modifikation. Der Satz von der Ortho- 
gonalität der Eigenelemente x, und f, der Operatoren A bzw. 4* gilt für 


R Axy = Ay%, A*FJ= Wo lo: 
wenn A, =F u ist. 


S$4. Schwache Konvergenz von Funktional- und Elementiolgen 


Esei ein linearer normierter Raum. Eine Folge von linearen Funktionalen 
{fa} aus E* heißt schwach konvergent nn das lineare Funktional f, € E*, 
wenn für jedes ze E die Folge f(x) — fu(x) geht. Für lineare Funktionale 
stimmt also der Begriff der schwachen Konvergenz mit dem Begriff der punkt- 
weisen Konvergenz von Operatoren überein. 

Mit Hilfe des Begriffs der schwachen Konvergenz lassen sich die Sätze 1 
und 2 vom Anfang dieses Kapitels folgendermaßen aussprechen: 


Satz 1. Eine schwach in sich konvergente Folge {f„} von linearen Funktio- 
nalen konvergiert schwach gegen ein lineares Funktional fs. 


Satz 2. Eine Folge {f„} von linearen Funktionalen konvergiert schwach gegen 
ein lineares Funktional f, genau dann, wenn 


1. die Folge { ||f„||} beschränkt ist und 


2. fnl&) > Folx) konvergiert für beliebige x aus einer Menge M, deren lineare 
Hülle in E überall dicht liegt. 


Wir bemerken noch, daß aus Satz 1 die schwache Vollständigkeit des zum 
BanacH-Raum E konjugierten Raumes E* folgt. - 


Anwendung auf Quadraturformeln [15]. Wir betrachten im Raum O0, 1] das Faskkönat 
Fe) = fat) det) 
mit nichtfallendem off) und die Folge der Funktionale 
I = u tr), n=123,3,.... 


Die c$® werden so ausgewählt, daß f(x) und f„(z)-für alle Polynome vom Grade kleiner‘ oder 
gleich n zusammenfallen: 


n 
fe) =), wen = Va. 
i=0 
Die f „werden zur näherungsweisen a des Funktionals fgebraucht. Die Beziehung 


die für alle Polynome vom Grade Be oder nn: n in. die Gleichheit äberächt: wird 
Quadraturformel genannt. 
Wir betrachten eine Folge von Quadraturformeln. 


fi) wfnh),; = 1233... 
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Es tritt jetzt die Frage auf, ob die Folge f(x) für n — oo gegen den Wert 
fix) für jedes x{t) e © [0, 1] konvergiert. Mit anderen Worten: Konvergiert die - 
Folge der Funktionale f„ schwach gegen das Funktional f? 


Satz 3. Die Quadraturformeln konvergieren, d. h., für jede stetige Funktion 


xt) ist 
Ken 1 
lim 3 9 z(®) = [ x(t) do(t) 
n k=1 0 


genau dann, wenn für jedes n 
j En 

& |d®| < K = const 

k=1 


gilt. 
In der Tat ist nach Definition der Funktionale f, für alle Polynome n-ten 
- Grades p,(t) 
7% mp) = (Pr) für mZn. 


Es ist ferner offensichtlich 
Im 
IAI=ZPI<K. 


Folglich konvergiert die Folge {f,} auf der Menge aller Polynome, die in 
© [0,1] überall dicht liegen, gegen das Funktional f, und die Normen sind be- 
schränkt. \ 

Jetzt folgt aber der zu beweisende Satz unmittelbar aus dem Satz 2 dieses 
Paragraphen. 

Satz (W. A. SterLow). Wenn alle Koeffizienten c{” der Quadraturformeln 
positiv sind, so konvergiert die Folge der Quadraturformeln fix) = f„(&) für jede 
stetige Funktion x{t). 

Wir haben in der Tat für ein beliebiges » und für x,t) =1 


In) = ro) - 
Daher ist 


kn kn 1 
z |] = 2 = [do = all) — 000), 
k=1 k=1 ö 
und es sind die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes erfüllt. 


Schwache Konvergenz von Elementfolgen. Wir führen den Begriff der 
schwachen Konvergenz für Elementfolgen eines linearen normierten Raumes 
ein. 

Es sei E ein linearer normierter Raum, {x,} eine Folge von Elementen aus 
E und x,€ E. Wenn für alle Funktionale fe E* die Folge f(x.) -> f(x,) für 
n — 00 geht, so sagt man, {x,} konvergiert schwach gegen x, und schreibt 


En —%: 


x, ist ein schwacher Limes der Folge {x,}. 
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Eine Folge kann nicht gegen zwei verschiedene Limites schwach konver- 
gieren. 

Wir nehmen an, daß ©,— x, und 2, — &, schwach konvergiert, d.h., für 
ein beliebiges lineares f strebe 


fan) fa) und fan) >flEo) - 
Es ist folglich f(x,) = fl&,) oder 


F (%, = &0) = 9 

und daraus folgt x, = &,. 

Es ist auch leicht zu sehen: Jede beliebige Teilfolge {x,} konvergiert schwach 
gegen %y, WEnn %,— %y geht. 

Wir werden die Normkonvergenz jetzt als starke Konvergenz bezeichnen. 

Weiter ist offensichtlich: Aus der starken Konvergenz von {z,} gegen x, 
folgt die schwache Konvergenz gegen denselben Limes. 

Die Umkehrung ist nieht immer richtig. Eine Folge kann gegen ein gewisses 
Element schwach konvergieren, ohne daß sie auch gegen dasselbe Element 
stark konversiert. . 

Wir betrachten z. B. in Z, [0, 1] die Folge x,({f) = sin nt. Für jedes lineare 


Funktional f ist 
1 
fa.) = J siunntaft) dt 
ö 


mit quadratisch integrablem a(t). f(x„) ist offenbar der n-te Fourıer-Koeffizient 
von a{f) bezüglich sinn”t. Folglich geht f(x.) > 0 für an — 00. Hieraus ergibt 
sich aber, daß x„—- 0 konvergiert. Andererseits ist aber leicht zu sehen, daß 
{x,} nicht stark konvergieren kann; denn es ist 


i 1 
Ian — 2m]? = [Isinnant — sinmatpdi=1. 
6 
Es gilt jedoch der 
Satz 4. In einem endlichdimensionalen Raum stimmen schwache und starke 
Konvergenz überein. 


Es ist hinreichend zu beweisen, daß in einem endlichdimensionalen Raum 
aus der schwachen die starke Konvergenz gegen dasselbe Element folgt. Es 
sei # ein endlichdimensionaler Raum und {x,} eine Folge mit 2, — x,. Da & 
endlichdimensional ist, existiert ein endliches System linear unabhängiger 
Elemente e,, &,.:-,&. Jedesze EHE kann inderFormz=&, . +&% + 
+ &, &, mit reellen &,j5=1,...,%, dargestellt werden. Also ist 


CK ee a ee 
ee Dee OP EEBere Dre | 
Wir betrachten nun diejenigen Funktionale f, € E*, für die fie) = 1, fi(e;) = ® 
für j + iist. Es ist also 
Fan) = a und Jo) = =s . 
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Da aber für jedes lineare f die Folge f(x,) — f(x,) geht, konvergiert auch 
Fan) > Jı&o), 4. b., es strebt 


MEN ir Heli. 


In einem endlichdimensionalen Raum zieht aber die koordinatenweise 
Konvergenz die Normkonvergenz nach sich. Folglich konvergiert die Folge 
{x,} stark gegen x,. 

Es gibt auch nerdlichdineritioneik Räume, in denen die starke und die 
schwache Konvergenz übereinstimmen. De Beispiel dafür ist der Raum /! der 


Folgen [En &y:-,&n} für die die Reihe > |&n| konvergiert. 


Von M. 1. Kıpzz stammt das toande insel Ergebnis: 

Ist der Raum E separabel, so kann man in ihm eine äquivalente Norm ein- 
führen, für die gilt: Aus x, — x, und ||x,|| — |\®o|| folgt die starke Konvergenz 
von {x,} gegen %g. 


Satz 5. Wenn {x„} schwach gegen x, konvergiert, so ewistiert eine Folge von 


Linearkombinationen 
Im 
Eat, 
k=1 
die gegen x, stark konvergiert. 
%, gehört zur abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit L, die von den 
App. - . . erzeugt wird. 
Ansonbinmen: x, gehöre nicht zu L. Dann existiert nach der zweiten Fol- 
gerung aus dem Banach-Hannsschen Satz (8.122) ein lineares Funktional 
fe E* mit f(&,) =1 und f(x,) = 0 für n = 0. Das bedeutet aber, daß f(x.) 


nicht gegen f(x,) Konvergiert, was jedoch der Voraussetzung x, — x, wider- 
spricht. 


Satz 6. A sei ein auf einem linearen normierten Raum E, definierter linearer 
beschränkter Operator. Sein Wertebereich liege in dem linearen normierten 
Raum E,. 

Wenn die Folge {x,} < E, gegen x, € E, schwach konwvergiert, so konvergiert 
{A2n} < E, schwach gegen A x, € E,. 


Wir wählen ein beliebiges Funktional g e E}. Dann ist 9 (A x,) = f(@,) mit 
fe EX. Es ist ebenso (A z,) = f(x): Da x, — x, geht, konvergiert f(x,) — f(x) 
oder 9(A2,)— gp(A x). Weil py nun ein beliebiges Funktional aus #* ist, so 
konvergiert Az, — A x,. 


Satz 7. Wenn eine Folge {x„} gegen x, schwach konvergiert, so sind die 
Normen der Elemente. dieser Folge beschränkt. 


Wir fassen die x, (nr =1,2,...) als Elemente des Raumes E** auf. Dann 
bedeutet die schwache Konvergenz von {z„} gegen x, daß die Folge der 
Funktionale {x,} = E** gegen x, e E** für alle fe E* konvergiert. Dann 
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ist aber nach dem Satz von BAnAcH-STEINHAUS die Folge {||w,||} beschränkt, 
was zu beweisen war. 
Bemerkung. Ist x, der schwache Limes der Folge {x„}, so gilt ||x,|| < lim ||x.||- 


. RN 
Die Existenz dieses unteren Limes ergibt sich aus dem bewiesenen Satz. 
Nun nehmen wir an, daß |x,|| > lim „|| ist. Dann existiert eine Zahl c 


mit ls! >e> lim m |eell Folglich sb es eine Folge {x,} mit 


roll > © > Ill. 
Wir konstruieren nun ein lineares Funktional f, derart, daß ||f,j| = 1 und 
Fl Ur = |x,|| > e ist. Dann ist für alle i 


ei) SA rel) S em <e- 


Also konvergiert {fy(&,)} nicht gegen fu(x,), und das widerspricht der Voraus- 
setzung 2, — Xp. 

Es sind Fälle möglich, in denen ||x,|| < lim |je,|| realisiert werden kann, 
wie das folgende Beispiel zeigt. nn 

Im Raum Z,[0, 1] betrachten wir die Funktionen 


ul) = Y2 sin nzi. 
Es ist ||e,|| = 1 und damit auch lim ||e„|| = 1. Wir erhalten andererseits für 
Rn 2 


ein beliebiges lineares Funktional f 
_ı 
fir) = V2 [ el) sinnnid=YV2c, 
ö 


wo,die c„ die Fourrnr-Koeffizienten von alt) e Z, [0,1] sind. Folglich geht für 
jedes lineare f und für n— oo die Folge f(x,) — 0, d.h., die x, konvergieren 
schwach gegen 0. Es ist somit 2, = 0 und ||x,!| = 0 <1 = lim ||e,|!. 

= N 


Satz 8. Die Folge {x,„} konvergiert schwach gegen x, genau dann, wenn 

1. die Folge {|je„||} beschränkt ist und 

2. f(x.) > f(xo) geht für jedes f aus einer Menge I’ von linearen Funktionalen, 
deren Linearkombinationen in E* überall dicht liegen. 


Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes 2 dieses Paragraphen. Denn die 
schwache Konvergenz einer Folge {x,} = E gegen x, € E ist gleichbedeutend 
mit der schwachen Konvergenz derselben Folge, wenn man die x, und %o als 
auf E* definierte lineare Funktionale auffaßt. 


Sehwache Konvergenz in speziellen Räumen. 


Schwache Konvergenz in ],. 


Satz 9. Eine Folge {x,}, &, = {EM} el,, konvergiert schwach gegen % = 
{ED el, dann und nur dann, wenn 
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1. die Folge {||x,||} beschränkt ist und 
2. 8 > E0 für n— oo und alle i (aber im allgemeinen nicht gleichmäßig) 
konvergiert. 


Zum Beweis ist zu bemerken, daß die Linearkombinationen der 
&=1{9,0,...,0,1,0,...ynl,=1/ überall dicht liegen. Nach dem allge- 
meinen Satz 8 ist zur schwachen Konvergenz von x, —- x, notwendig und. hin- 
reichend, daß die erste Bedingung erfüllt wird, und daß für jedes i die Folge 
Fan) = EN > E0 — fılz,) geht. 

In 4, ist also die schwache Konvergenz gleichbedeutend mit der koordi- 
natenweisen Konvergenz, wenn die Normen der Folgenglieder beschränkt 
sind. 


Schwache Konvergenz in L,. 


Satz 10. Damit eine Folge {x,()} < L,[0, 1] schwach gegen .x(t) € L, [0, 1] 
konvergiert, ist notwendig und hinreichend, daß 


1. die Folge {||\x„!|} beschränkt ist und 


2. 2; &,(t) d — ii xl!) di für beliebiges t € [0, 1] konvergiert. 


Bedingung 1. fällt mit der von Satz 8 zusammen. Wir untersuchen 2. Dazu 
setzen wir 
1 für 0<i<r, 
m 0 für <i<sml. 


Dann liegen die Linearkombinationen der Funktionen %.(), d.h. die Summen 


Rn 


PR CHOE RG) 


mt 0 =-uy<n<.- <yı<m=1in Z,[0,1]= 2, [0,1] überall dicht. 
Damit x,(t) — x,(t) konvergiert, ist folglich notwendig und hinreichend, daß die 
erste Bedingung erfüllt wird und daß für n— oo und jedes re [0,1] 


1 
fat) a, nat zul a,(t) dt 
ö 

oder 


f zu) 4 folk) di 
0 0 
geht. 


Die schwache Konvergenz im HıLsaRT-Raum. Da im HıLserr-Raum 
jedes lineare Funktional f(x) ein Skalarprodukt ist, bedeutet dort 


% %g 
daß für jedes ye H gilt 
> Y). 
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Früher sahen wir, daß für ©,— x, Yn— Yo 3Uch (2, Yn) > (&y Yo) strebt, 
d..h., das Skalarprodukt ist stetig auf der Gesamtheit der beiden Argumente 
bezüglich der starken Konvergenz. Strebt x, — %,, Yn— Yo, SO Strebt im allge- 
meinen nicht (%,, Yn) — (&o Yo). Das beispielsweise ist der Fall, wenn 


Le Pu? Bu 
ist, wobei {e„} eine beliebige orthonormale Folge ist. Dabei gilt 
u 0, 
aber 


(en ©) = ||]? =1+0= (0,0). 

Jedoch folgt aus %,— x, und 4, — y, die Beziehung (x,, 9.) > (2, %0)- In 
diesem Falle sind die Normen ||y.|| in ihrer Gesamtheit beschränkt. 

Es sei 

M = sup ||yn|| - 
073 . 
Es gilt 
(&n; Ya) — (Ze Yo)| = |(&n — %p Yo)| + (os Yn Yo)| F 
SM |\en — zo|| + |@o 9a — Y0)| » 

und beide rechte Summanden streben gegen Null. Schließlich folgt aus 2,— 2%, 
I2n]| > ||®o|| die Beziehung x, — x,, da 

| = %o||? = (%, — 2%, un: %o) 

= [&n, &n) — (%o; 2o)] + Mo 2) — (ko &m)] + Ro, %o) — (En %o)] 


gilt und alle rechten Summanden wiederum gegen Null streben. 


KAPITELV 


KOMPAKTE MENGEN IN METRISCHEN 
UND NORMIERTEN RÄUMEN 


Vor mehr als hundert Jahren hat der tschechische Mathematiker B. BoLzano 
den Satz bewiesen, daß jede beschränkte unendliche Punktmenge der Zablen- 
geraden mindestens einen Häufungspunkt hat. Er machte auf die Wichtigkeit 
dieses Satzes für einen strengen Aufbau der Analysis aufmerksam. Der Gedanke, 
eine konvergente Folge aus irgendwelchen Mengen auszuwählen, die nicht aus 
Punkten bestehen, sondern aus Funktionen oder Kurven, wurde bei dem 
Existenzbeweis für Lösungen von gewöhnlichen Differentialgleichungen, in der 
Variationsrechnung usw. benutzt. Dies führte zur allgemeinen Definition der 
Kompaktheit einer in einem abstrakten Raum gelegenen Menge. 


$1. Definitionen und allgemeine Sätze 


Eine in einem metrischen Raum X gelegene Menge K heißt kompakt, wenn 

jede unendliche Teilmenge dieser Menge eine konvergente Folge enthält. Wenn 
. die Grenzwerte zu K gehören, so heißt K kompakt in sich. Wenn sie aber dem 
Raum X und möglicherweise nicht der Menge K angehören, so heißt K kompakt 
in X oder kompakt bezüglich X. Notwendig und hinreichend für die Kompakt- 
heit von K in sich ist, daß K abgeschlossen und kompakt in X ist. 

Wenn speziell jede unendliche Teilmenge des Raumes X eine gegen ein 
Element aus X konvergierende Folge enthält, so heißt der Raum X. kompakt. 
Ein kompakter metrischer Raum wird auch als Kompaktum bezeichnet. Offen- 
bar ist jedes Kompaktum vollständig. 


Beispiele. 1. Es sei X =[0,1]. Offenbar ist nach dem Satz von B. Botzano X ein 
kompakter Raum. 

2. X = E,, der eindimensionale euklidieche Raum (die Zablengerade), ist nicht kompakt. 
Die Teilmenge K = {0,1,2,...,n,...} enthält keine konvergente Folge. Nach dem 
Satz von BoLzano ist jedoch jede beschränkte Menge von Elementen dieses Raumes 
kompakt. 

3. Analog wie eben finden wir, daß E„, der n-dimensionale euklidische Raum, nicht 
kompakt ist. Aber jede beschränkte Menge von Elementen dieses Raumes ist kompakt. 

4. X = C[0,1} ist nicht kompakt. Es gibt in C’[0, 1] beschränkte nicht kompakte 
Mengen (siehe Bemerkung auf 8. 155). 

5. Der Raum X =, ist nicht kompakt. Es gibt in diesem Raum beschränkte nicht 
kompakte Mengen. Z.B. ist die abgeschlossene Einheitskugel S,» d.h. die Menge aller 
Elemente x = {&, &9.:., & - . +}, für die 


1/2 
| (22) <ı 
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gilt, nicht kompakt. Betrachten wir die Punktfolge 
e = {1,0,0,..3, &= 0,10...), 8= {0,0,1..},... 


aus 8,, so ist ||e, — &|| = y2 für ij. Daher ist die Folge {e;}} und jede ihrer Teilfolgen 
divergent, und die Nichtkompaktheit von S, ist bewiesen. Aber in I, existiert eine kom- 
pakte Menge. Ein nichttriviales Beispiel einer solchen Menge ist das sogenannte „„Haupt- 
parallelepiped U des Hınzertschen Folgenraumes“, das durch die Gesamtheit aller Punkte 
= {&, 6... 6... festgelegt ist, deren Koordinaten der Bedingung |&,| S 1/n 
genügen. Die Kompaktheit der Menge U ergibt sich aus den allgemeinen Kriterien der 
Kompaktheit, die auf 8. 171 formuliert sind. 


Für kompakte Mengen läßt sich ein. Analogon des Satzes über ineinander- 
geschachtelte Kugeln im vollständigen metrischen Raum beweisen, wobei die 
Vollständigkeit von X nicht vorausgesetzt wird. Es gilt der folgende 


Satz (CantoR). Gegeben ist eine Folge 
K>K&Kyg>---> Kn>--- 
nichtleerer abgeschlossener kompakter Mengen des metrischen Raumes X. Dann 


ist der Durchschnitt K= N Ks nicht leer. 
i-1l 
Zum Beweis wählen wir in jeder Menge K, einen Punkt «,. Wir erhalten so 
eine Folge {z,}cK,. Da K, kompakt ist, kann aus {x,} eine konvergente 


Teilfolge {x,,} ausgewählt werden. Dann sei 


% =lima,. 
% 


Da bei beliebigem festem n, beginnend. mit der Zahl i, > n, alle Glieder dieser 
Folge zu K,„ gehören und K,„ abgeschlossen ist, so ist auch x, €e K„. Dann aber 


oo 
ist x,e N K,, und der Satz ist bewiesen. 
i=1 
Die Existenz eines Extremums.. Die Beweise der Sätze über stetige, auf einem 
abgeschlossenen Intervall definierte Funktionen stützen sich auf die Kompakt- 
heit. Einige dieser Sätze lassen sich auf stetige Funktionale erweitern, die auf 
kompakten Mengen eines beliebigen metrischen Raumes definiert sind. Es gilt 
die folgende Verallgemeinerung des bekannten Satzes von WEIERSTRASS. 


Satz 1. Ist K eine in sich kompakte Menge eines Raumes X und f(x) ein auf 
dieser Menge definiertes sietiges Funktional, so gilt: 


1. Das Funktional f(x) ist beschränkt auf K. 
2. Das Funktional f(x) nimmt auf K die obere und uniere Grenze an. 


Beweis. 1. Wir zeigen, daß das Funktional f(x) nach oben beschränkt ist 
(analog zeigt man die Beschränktheit nach unten). Wir nehmen das Gegenteil 
an. Dann gibt es eine Punktfolge {x„} aus K, so daß f(x) > n ist. Da dieMenge K 
kompakt in sich ist, so enthält die Folge {x,} eine Teilfolge {x,,}, die gegen 
einen Punkt x, € K konvergiert. Dann ist einerseits f(z,,) > r, und folglich 
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konvergiert f(&,,) > 00 für n,— 00. Andererseits geht aber 
San) > Sa) für 2m 00, 


da das Funktional überall auf K, also speziell auch im Punkt x, stetig ist. 
Daraus ergibt sich ein Widerspruch, und die Beschränktheit des Funktionals 
ft®) ist bewiesen. 


2. Esseiß = sup f(x). Dies besagt, daß f(x) < P ist für allex e X, und daß es 
weK 
zu jedem & > 0 einen Punkt x,e M gibt, so daß 


J (%,) > ß —& 
gilt. Folglich kann man eine Folge {x,} wählen, für die 


1 e 
B-7<i)sß (1) 
ist. 
Da K kompakt in sich ist, enthält die Folge {x,} eine gegen einen Punkt 
x, € M konvergierende Teilfolge {x,,}. Dann ist wegen (1) 


B-< fan) SB 
und folglich 
lim fa) = P- 


N 


lim Fa) u: zo) ’ 


NE 


Andererseits gilt 


da f(x) auf K und daher auch im Punkt x, stetig ist. Also ist f{x,) = ß, was zu 
zeigen war. 

Analog beweist man: Wenn a = inf f(«) ist, so gibt es einen Punkt &,€e K, 
für den f(&,) = a wird. ze 


Bemerkung. Wenn ein Funktional auf einer nicht in sich kompakten 
Menge M definiert ist, brauchen sup fix) und inf f(x) nicht angenommen zu 
werden. u 

Betrachten wir beispielsweise in c [0, 1] die Menge M aller Funktionen x{f), 
für die z(0) = 0, x(1) = x |x{i)| = 1 gilt. Das auf M definierte stetige 
Funktional I=2=1 


fe) = f a?(i) di 
1) 


nimmt auf M seine untere Grenze nicht an. 
1 
Ist nämlich x{f) = it”, so ist f(x) sr Also ist ee fi) = 0. Oifenbar 


ist aber für jede stetige Kurve x{t), die durch die Punkte ( (0,0) und (1, 1) geht, 
J(z) > 0. (Daraus folgt speziell, daß die betrachtete Menge der Kurven nicht 
kompakt in sich ist, obgleich sie eine beschränkte und abgeschlossene Menge 
in C’[0, 1] ist.) 


ı11* 
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In Satz 1 ist also die Kompaktheit der Menge eine wesentliche Voraussetzung. 
Die Existenz von Maximum oder Minimum eines Funktionals auf einer nicht 
kompakten Menge kann zu einer falschen Folgerung führen, wie es das vorige 
Beispiel zeigt. 

Als zweites Beispiel dieser Art geben wir einen „Pseudobeweis“ für das 
fünfte Postulat von EurLid. Bekanntlich ist dieses Postulat gleichbedeutend 
mit der Annahme, daß die Winkelsumme eines Dreiecks gleich # ist. Streng 


C 


Ä D B 
Abb.5 


beweisen kann man, daß sie nicht größer als x sein kann. Hier zeigen wir, daß 
die Winkelsumme eines beliebigen Dreiecks gleich x ist. x sei die obere Grenze 
für die Winkelsumme im Dreieck, x <r, und es existiere ein Dreieck ABC 
(s. Abb. 5), in dem die maximale Winkelsumme x angenommen wird. Einen be- 
liebigen, im Innern der Seite AB gelegenen Punkt D verbinden wir als Strecke 
CD mit ©. CD teilt unser Dreieck in zwei Dreiecke, ADC und DCB, und die 
Winkelsumme jedes Dreiecks ist nicht größer als «x. Andererseits ist die Winkel- 
summe in beiden Dreiecken gleich x + r. Folglich ist x +n <2x. Da aber x 
nicht größer ist als x, folgt «= r. Also existiert ein Dreieck, dessen Winkel- 
summe gleich x ist, und das fünfte Postulat von EUKLID ist bewiesen. 

Der Fehler lag in der Voraussetzung über die Existenz eines Dreiecks, dessen 
Winkelsumme die obere Grenze annimmt. In der Geometrie von N. I. LoBA- 
TSCHEWSKIJ ist die Differenz zwischen r und der Winkelsumme eines Dreiecks 
proportional der Fläche des Dreiecks, und wenn diese Differenz gegen Null 
konvergiert, so artet das Dreieck in einen Punkt aus. 


Satz 1 läßt sich auf halbstetige Funktionale verallgemeinern. Ein Funktional 
f(x) heißt unten (oben) halbsteiig, wenn aus x,— x folgt lim fi@,) Z f{@.) 


N 


(lim f(x,) < f(x)). Für solche Funktionale gilt: 
N 


Satz 2. Ein unien (oben) halbsietiges Funktional f(x), das auf einer in sich 
kompakten Menge definiert ist, ist dort unten (oben) beschränkt und nimmt auf ihr 
die untere (obere) Grenze an. 

Dieser Satz findet in der Variationsrechnung weite Anwendung, da die 
wichtigsten Klassen der dort betrachteten Funktionale halbstetig sind. 
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Kriterien für die Kompaktheit von Mengen in einem metrischen Raum. Wir 
beweisen jetzt ein allgemeines Kriterium für die Kompaktheit einer in einem 
metrischen Raum gelegenen Menge. Hierzu führen wir folgende Definition ein: 

Eine Menge N eines metrischen Raumes X heißt e-Netz für die Menge M des- 
selben Raumes, wenn es zu jedem Punkt x e M einen Punkt x, € N gibt, so daß 
ex, x,) <eist. (Speziell kann M mit dem ganzen Raum X zusammenfallen.) 

Satz 3 (HAusporrr). Für die Kompaktheit einer Menge K eines metrischen 
Raumes X ist notwendig, daß es zu jedem > 0 ein endliches e-Netz für die 
Menge K gibt. Ist der Raum X vollständig, so ist diese Bedingung auch hin- 
reichend. 

Notwendigkeit. Wir setzen voraus, daß K kompakt ist. Es sei x, ein be- 
liebiger Punkt aus K. Ist o(x, x,) < e für alle x « K, so ist ein endliches e-Netz 
bereits konstruiert. Ist dies jedoch nicht der Fall, so existiert ein Punkt x,e K, 
so daß o(z,,%,) > eist. Wenn für jeden Punkt x e K entweder o(x,, &) <s oder 
0(&,, x) < e ist, so haben wir ein endliches e-Netz gefunden. Gilt dies jedoch 
nicht, so gibt es einen Punkt x,, für den 


02,0) 28, 0, %) SE 
ist. Wenn wir so fortfahren, konstruieren wir Punkte x,, %,, « . ., %, für die 
om, 2) SE | 
gilt fürd & j. Es gibt zwei Möglichkeiten. Entweder bricht das Verfahren nach 
dem %k-ten Schritt ab, d. h., für jedes x e K gilt eine der Ungleichungen 
el, X) <E, De DR Fe En 
und die 2, %, . . -, u bilden ein endliches e-Netz!) für K, oder man kann das an- 


gegebene Verfahren unbeschränkt fortsetzen. Dies kann aber nicht eintreten, 
da wir sonst eine unendliche Punktfolge {x,} erhielten, für die 


eo, ) SE 


für d # j wäre, und weder diese Folge selbst, noch irgendeine ihrer Teilfolgen 
würde konvergieren. Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung, daß K kom- 
pakt ist. 

Hinlänglichkeit. Wir setzen voraus, daß der Raum X vollständig ist 
und daß es zu jedem e > 0 ein endliches e-Netz für K gibt. Wir wählen eine 
Nullfolge {e,}. Zu jedem e, konstruieren wir ein endliches e,-Netz 


9, 2, .. ., 29] 
für die Menge X. Dann wählen wir eine beliebige unendliche Teilmenge TZ K. 
8 8 g 
Um jeden Punkt des Netzes «{D, 2®,..., x{, das zu e, gehört, legen wir eine ab- 
geschlossene Kugel vom Radius &,. Dann ist jeder Punkt aus 7 in einer dieser 


Kugeln enthalten. Da die Anzahl der Kugeln endlich ist, so gibt es mindestens 
in einer dieser Kugeln eine unendliche Punktmenge aus T. Wir bezeichnen. diese 


1) Dieses e-Netz besteht aus Punkten der Menge K. 
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Teilmenge der Menge T' mit 7. Um jeden Punkt =, x, ..., zf des e,-Netzes 
legen wir eine abgeschlossene Kugel mit dem Radius &,. Durch dieselbe Über- 
legung wie oben gelangen wir zu einer unendlichen Menge 7, < 7‘, die in einer 
der konstruierten Kugeln vom Radius &, gelegen ist. Wenn wir dieses Ver- 
fahren fortsetzen, erhalten wir eine Folge unendlicher Teilmengen von T: 
TR>2...27,2..., wobei die Teilmenge 7‘, in einer abgeschlossenen 
Kugel vom Radius e, gelegen ist. Folglich ist der Abstand zwischen zwei be- 
liebigen Punkten aus 7’, nicht größer als 2 g,. 

Wir wählen jetzt einen Punkt £&, e 7, einen Punkt &, e T,, der verschieden 
ist von £,, einen Punkt &, € 7, der verschieden ist von &, und £,, usw. und 
erhalten eine Punktiolge 


T, en 


Diese Folge konvergiert in sich. Es gilt nämlich &, € 7, und &,.,€ 
jede natürliche Zahl 2. Folglich geht 


Q (Entp En) <2n>0 


für n-> 00: Da nach Voraussetzung der Raum X vollständig ist, so konvergiert 
die Folge 7’, gegen ein &e X. Somit ist die a der Menge K be- 
wiesen. 


T 49» für 


Folgerung 1. Eine Menge K eines vollständigen metrischen Raumes X ist 
kompakt genau dann, wenn es zu jedem e> 0 ein kompaktes e-Neiz für K gibt. 

Es sei N ein kompaktes e/2-Netz für die Menge K. Wenn man auf N den vor- 
herigen Satz anwendet, so findet man, daß es zu N ein endliches &/2-Netz N, 
gibt. Dann ist N, ein endliches s-Netz für K. Zu jedem Punkt x e K existiert 
nämlich ein Punkt &e N, so daß 


ed) < z 


ist. Daraus wiederum folgt, daß es zu dem Punkt &e N einen Punkt z,e N, 
gibt, so daß 
E 
(8; z,) < >. 


erfüllt ist. Folglich gibt es zu jedem Punkt ze K in N, einen Punkt x,, so daß 


om, 7) < 0(@, &) + 0(& 0) <Z+z = 


gilt, d.h., N, ist ein endliches s-Netz für K. 
Da der Raum X vollständig ist, so schließen wir nach Satz 3, daß K kompakt 
ist. 
Folgerung 2. Ein kompakter Raum X. ist separabel. 
Wir wählen eine beliebige Folge {e,} mit lim e, = 0 und konstruieren zu 
Rn 


jedem e, ein endliches e„-Netz. Es sei 
N, == [2$®, 2 .. zu 
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oo 
undN = |J N,. Offenbar ist N eine abzählbare Menge, die überall dicht in X ist. 
n=1 . 
ne 3. Eine kompakte Menge K eines metrischen Raumes ist beschränkt. 


Es sei N. {2 2, 27} ein 1-Netz für K, a ein festes Element des Raumes X 
und 
d= maxola, x;). 
i 


Offenbar gilt für jeden Punktxe K 
e@,a)<1+d, 


und somit ist alles bewiesen. 

Wir geben noch zwei Besonderheiten von in sich kompakten Mengen an, die 
auch zur Definition des Begriffs Kompaktheit in sich verwandt werden können. 

Ein System {@,} offener Mengen des Raumes X heißt Überdeckung der Menge 
M <X, wenn jeder Punkt ze M zumindest einer der Mengen @, dieses Rs 
angehört. 

Satz 4: Notwendig und hinreichend für die Kompaktheit in sich. einer abge- 
schlossenen Menge F des metrischen Raumes X ist, daß aus einer beliebigen Über- 
deckung dieser Menge eine endliche Überdeckung herausgegriffen werden kann. 

Notwendigkeit. {G,} sei ein System offener Mengen, die die in sich kom- 
pakte Menge F überdecken, aber derart, daß aus ihnen keine endliche Über- 
deckung herausgegriffen werden kann. Wir betrachten eine Nullfolge {&}. 


a, a,..., af) sei ein &,-Netz für die Menge F. Dann ist 
5 2 
F=UF, 
mit = 


PF=8@®, co) NF. 


Es ist leicht erkennbar, daß F, eine in sich kompakte Menge von einem Durch- 
messer kleiner oder gleich 2 e, ist. Wenn die Menge F keine Überdeckung durch 
ein endliches Teilsystem aus {@,} duldet, so gilt dasselbe für mindestens eine 
der Mengen F\,. F, sei eine solche Menge. 

Analog vorgehend wählen wir aus F‘, einen in sich kompakten Teil F, ,, v 
einem Durchmesser kleiner oder gleich 2 &,, der keine Überdeckung ee ein 
endliches Teilsystem aus {@,} erlaubt, usw. Wir erhalten eine Folge einander 
enthaltender kompakter abgeschlossener Mengen 

FR, DPF, D- DD Poin. mMD*r**: 
deren Diürchmeäser gegen Null streben. 

x, sei ein allen diesen Mengen angehörender Punkt. Da das System {@,} 
eine Überdeckung der Menge F bildet und x, € F ist, gibt es eine Menge G,, , 
die diesen Punkt enthält. Auf Grund der Offenheit der Menge G,, existiert eine 
Umgebung $(x,, ) des Punktes x,, die ganz in @,, liegt. Wir wählen nun n so 

"groß, daß der Durchmesser von F,,...;, kleiner als & wird. Dann ist offenbar 


Sle, 8), 
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und wir gelangen zu einem Widerspruch, da einerseits die Menge F, ,,...;, laut 
Konstruktion nicht von einem endlichen Teilsystem aus {@,} überdeckt werden 
kann, aber andererseits diese Menge von @,, überdeckt wird. 


Folglich kann aus jeder Überdeckung der Menge F eine endliche Überdeckung 
herausgegriffen werden, und die Notwendigkeit ist bewiesen. 

Hinlänglichkeit. Wir setzen voraus, daß aus jeder Überdeckung der 
Menge F eine endliche Überdeckung ausgewählt werden kann. M sei eine 
Teilmenge der Menge F, die keinen einzigen Häufungspunkt besitzt. Dann gibt 
es für jeden Punkt x e Fieine Umgebung $(x, &,), die außer höchstens & selbst 
keinen Punkt aus M enthält. Diese Umgebungen bilden eine Überdeckung 
der Menge M. Wir wählen aus ihr die endliche Überdeckung 


[SI 29 &); S(xy, &9)» un Sn &n) 


aus. Da die ganze Menge M in diesen Umgebungen liegt und da in jeder Um- 
gebung nicht mehr als ein Punkt der Menge M liegen kann, muß die Menge. M 
endlich sein. Folglich muß jede unendliche Teilmenge M <c F Grenzwerte be- 
sitzen, d. h., F ist kompakt. 

Ein Mengensystem heißt zentriert, wenn ein beliebiges endliches Teilsystem 
einen nicht leeren Durchschnitt besitzt. 


Satz 5. Für die Kompaktheit einer abgeschlossenen Menge F eines metrischen 
Raumes X ist notwendig und hinreichend, daß ein beliebiges zentrieries System 
abgeschlossener Teeilmengen der Menge F einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. 


Notwendigkeit. F sei in sich kompakt und {F,} ein zentriertes System 
abgeschlossener durchschnittsfremder Teilmengen der Menge F. Wir definieren 
G,= 0 F,(C 4A bezeichnet das Komplement der Menge A). Dann sind die @, 
offene Mengen und esit | @,= CN F,= X. Deshalb bildet das System {@,} 


eine Überdeckung von F, und es kann ein endliches, F überdeckendes Teil- 
system herausgegriffen werden, nämlich 


(CHR > BR BR 


N 


on 
Da U @,,>F ist, so gilt 


i=1 


NPr„=CU@,cOr. (2) 
i=1 


i-1 


Andererseits aber ist F,, c F, und deshalb gilt 
R 
2 FucH- (3) 


Aus (2) und (3) folgt N F,= D. Das widerspricht aber der Voraussetzung, 


wonach {F,} ein gonienteh System sein sollte. Die Notwendigkiet ist damit 
bewiesen. 
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Hinlängliehkeit. Es möge ein beliebiges zentriertes System abgeschlossener 
Teilmengen von F einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. Wir betrachten eine 
beliebige Überdeckung {@,} der Menge F mit offenen Mengen. Wir definieren 


F,=F\d,=rn(a@,. 
Die Mengen F, sind abgeschlossen, daher gilt 
nr,=FuUu4d=®. 


Deshalb ist das System {F,} nicht zentriert, und folglich existiert ein Teil- 
system Fur Far Fan mit einem leeren Durchschnitt. Dann. ist für die 
entsprechenden Mengen @,, Qu. + Ga, 

UWrANF,=FfF. 

del 1 
Also kann aus einer beliebigen Überdeckung {@,} der Menge F eine endliche 
Überdeekung ausgewählt werden. 


Satz 6. Jede.in sich kompakte Menge eines metrischen Raumes ist ein sieliges 
Bild des Cantorschen Diskontinuums. 


K sei eine in sich kompakte Menge des metrischen Raumes X. Wir betrach- 
ten die Nullfolge {e„} und konstruieren für jedes n—1,2,3,... ein end- 
liches e,-Netz {x®}, = 1,2,...,m,, für K. Durch Hinzufügen zusätzlicher 
Punkte können wir nötigenfalls immer erreichen, daß m, — 2% ist. Wir betrach- 
ten die Kugeln SC) vom Radius e, und den Mittelpunkten =. Die Menge K 
liegt ganz in diesen Kugeln und erst recht in den abgeschlossenen Kugeln sm, 
Es sei K,=KEN SW, 4=1,2,...,m,. Die Menge K kann dargestellt 
werden als eine Summe von m, abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser 
nicht größer als 2 e, sind. Als abgeschlossener Teil einer in sich kompakten Menge 
ist jedes K,, wiederum eine in sich kompakte Menge. Durch Wiederholung des 
vorangegangenen Schrittes stellen wir jedes X, als Summe von m, abgeschlosse- 
nen Mengen K,;, a = 1,2, ...,m,, dar, deren Durchmesser nicht größer als 
2 &, sind usw. Alle diese Mengen können als nicht leer angesehen werden. 
Wir wenden. uns nun dem Canrorschen Diskontinuum P, zu. Diese Menge 
liegt ganz auf den Abschnitten 4, ; Jı = 9, 1, k,-ter Ordnung, aber auch 
ganz auf den Abschnitten A, ,..; er (k, + k,)-ter Ordnung usw. Wir 
. numerieren die Abschnitte %,-ter Ordnung von links nach rechts um und be- 
zeichnen sie mit As: a =1,2, ..:.,m, = 2%. Auf jedem. Abschnitt %,-ter 
Ordnung 4, liegen 2%: = m, Abschnitte (k, + %,)-ter Ordnung. Wir numerieren 
sie wiederum von links nach rechts um und bezeichnen sie mit A, in a1, 2,:..,, 
usw. Wir erhalten eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den abge- 


ze. 36? 


schlossenen Mengen F,;,..., des Raumes X und den Abschnitten Meng 
des Intervalls [0, 1]. 
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Wir greifen einen beliebigen ei te P, heraus. Er bestimmt eindeutig 


ein System von Abschnitten A;;, Ayis Aus “ip, In denen er enthalten ist 
und die ihn immer enger ana Wir betrachten das entsprechende System 
abgeschlossener Mengen Kr Ruiv Kuuw- - - (mit denselben Indizes wie bei 
den Abschnitten). Da jede folgende Menge in der vorhergehenden liegt und der 
Durchmesser der Mengen gegen Null strebt, existiert ein eindeutig bestimmter 
Punkt ze K, der in allen diesen Mengen liegt. Wir ordnen ihn dem Punkt 
te P, zu. 

Nun zeigen wir, daß jeder Punkt x e K das Bild eines Punktes i e P, darstellt. 
Es ist xe K, für einen Indexwert i, (dieser Index ist im allgemeinen nicht ein- 
deutig bestimmt, da die Mengen X, sich überschneiden können), analog ist 


x € K,;, usw. Den Mengen K,,K;;, entsprechen die Abschnitte A, ; Ai dass re 
Der allen diesen Abschnitten gemeinsame Punkt 5 besitzt als Bild den Bench. 
teten Punkt x. So ist eindeutig eine Abbildung x = o(t) des Cantorschen Dis- 
kentinuums P, auf die in sich kompakte Menge K erklärt. Wie wir zeigen wer- 
den, ist diese Abbildung stetig. 

Es sei, = oflt,) und S(x,, e) eine Umgebung des Punktes %9. Wir nehmen eine 
solche Menge K;;,....,, aus dem sich auf x, kontrahierenden System, deren 
Durchmesser kleiner als & ist. Dann ist K,,....,< S(&,, &). Mit 6 bezeichnen 
wir den Abstand von i, zum nächsten okpunke des der Menge K,;,...., ent- 
sprechenden Abschnitts A, in Wenn [E —:,| <ö ist, wird te ns 
und folglich A 

z=ol)eR,; „ca E) - 
Deshalb ist o(x, x,) < &, und der Satz ist olktandls bewiesen. 

Wir betrachten nun eine Abbildung feines Kompaktums X in einen metrischen 

Raum Y. 


Satz 7. Ein sietiges Bild eines Kompaktums ist ein Kompaktum. 

Es sei nämlich {y„} eine beliebige Folge aus f{X)c Y. Für jedes y, nehmen 
wir eines seiner Urbilder x,. Da {2,}c X.und X ein Kompaktum ist, ist aus 
{x} eine gegen x, € X konvergente Teilfolge herausgreifbar. Da nun f(x) stetig 
ist, strebt 


1tz 


Fan) = Yan > Yo = fa) e N. 

Damit enthält eine beliebige Folge aus (X) eine konvergente Teilfolge, wobei 

der Grenzwert jener Teilfolge in f{X) liest. Folglich ist f{X) ein Kompaktum. 
Dieser Satz gibt in Verbindung mit Satz 6 eine vollständige Beschreibung 

aller Kompakta: Ein metrischer Raum K ist genau dann ein Kompaktum, wenn 

er ein stetiges Bild des Cantorschen Diskontinuums ist. 
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Kriterium für die Kompaktheit in C [0, 1]. Funktionen einer Menge MY heißen 
gleichmäßig beschränkt, wenn es eine Konstante c gibt, so daß |x{t)| < e ist 
für alle zu M gehörenden Funktionen x{f). Sie heißen gleichgradig stetig, wenn 
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es zu jedem & > 0 ein für alle Funktionen x(f) aus M universelles nur von e ab- 
hängendes ö > 0 gibt, so daß für |t, — &]| < ö(e) gilt: Es ist |e(t) — x{t)| < € 
für jedes t, und %, aus [0,1]. 

Satz 1 (ArzeıA). Eine Menge KC 0 [0,1] ist kompakt genau dann, wenn die 
Funktionen x(t) < K gleichmäßig beschränkt und gleichgradig stetig sind. 

Notwendigkeit. K sei kompakt. Die gleichmäßige Beschränktheit der 
Funktionen «(t) € K ergibt sich aus Folgerung 3 von Satz 3, $1. Wir beweisen 
die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen x{t) e K. Zu vorgegebenem & > 0 
konstruieren wir ein endliches &/3-Netz [xz,(), 2z(f), - - ., #,(6)] für die Menge K. 
Da die Funktionen x;(f) auf [0, 1] stetig sind, so sind sie auf diesem Intervall 
auch gleichmäßig stetig. 

Zu jeder Funktion x,(f) wählen wir ein ö,, so daß 


6) = &(t,)| < z 


gilt für |t, — £a| < 6; und jedes t,,t, € [0,1]. Es sei ö die kleinste der Zahlen 
6,i=1l,2,...,k. Ist jetzt |, — %! <6, so gilt für jede Funktion x(t)e K 


jet) — xt)! Eh) zit] + eilt) — wil)| 


+ max |el) — alt)] < el) +5. 
0st,<s1 


Wenn wir aus dem Netz hierbei dasjenige x;(t) wählen, für das 


r 
el, 2) <y 
gilt, so ist 
at) — a) <e- 

Da &> 0 beliebig war und die so erhaltene Abschätzung von der Lage der 
Punkte z, und z, aus [0,1] und von der Wahl der Funktion x{t) aus K unab- 
hängig ist, so ist die gleichgradige Stetigkeit aller zu K gehörenden Funktionen 
bewiesen. 

- Hinlänglichkeit. Auf Grund der Voraussetzungen des Satzes kann man 
zu jeder Zahl e> 0 ein ö> 0 angeben, so daß 


Ch) = &(t)| <e 
ist für | — il <6 für jedes t,e [0,1], € [0,1] und für jede Funktion 
x(t)e K. Wir wählen eine natürliche Zahl n so, daß 1/n» < 6 ist und teilen [0, 1] 
in.n gleiche Teile 


N N 


or 
Bez 


Dann gilt 
at) — zt)| <e 
für jede Funktion x{f) e K und für alle i,,%, € [0, 1], für die |i, — &| <o <ö 


eg 
ist, speziell also für alle i,, i, aus ein und demselben Teilintervall E 5 2 I | : 
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Jedem x(t) ordnen wir eine stetige Funktion x,(t) zu, so daß 


1. 2. (2)=2(4) für ©=0,1,2,...,» ist und 


+1 
: + |äie Funktionen x,(t) linear sind. 


2. auf den Intervallen =. 


Also ist x,„(t) ein der Kurve x(f) einbeschriebener Polygonzug mit n Strecken. 
Es sei 
(sel) 
n N 


Dann gilt wegen der Linearität von x,(f) auf 6 ; 


(2) <a) = “ =), 


daraus folgt 


—e<r 9-2 


Ist 


so erhalten wir 


—e<:rl) —x K 
Folglich silt 


x) — au{t)| <e 
für alle 1e [0,1], d.h., es ist 
ex, 2,) <e. 
Also bildet die Menge N der Funktionen x,(t) ein e-Netz für K. 

Ferner gilt wegen der gleichmäßigen Beschränktheit der Menge K 

4)| < |] + ee) -— mE) <e+tl=c, 
d.h., N ist gleichmäßig beschränkt. 

Wir ordnen jeder Funktion x,(t)e N den Punkt des (n + 1)-dimensionalen 
Raumes X zu, der als Koordinaten die Ordinaten der Eckpunkte des Polygon- 
zuges &%,(t) besitzt. Diese Zuordnung ist, wie man leicht sieht, umkehrbar 
eindeutig und auch umkehrbar stetig in dem Sinne, daß die Punktfolge {x ®} 
gegen den Punkt 0 im Sinne der Metrik des Raumes E„,, konvergiert, 
wenn die Folge der Funktionen {x(®(t)} gegen «{(t) im Sinne der Metrik des 
Raumes € [0, 1] konvergiert. Nun ist dieMenge N = {x} beschränkt und folg- 
lich kompakt in E,,ı. Darum ist die Menge N = {z,(1)} kompakt in C [0,1]. 

Somit kann für ein beliebiges e > 0 ein kompaktes e-Netz für K konstruiert 
werden. Dann aber ist auf Grund der Vollständigkeit von C [0,1] und der 
Folgerung 1: des Satzes 3 im vorigen Paragraphen K kompakt. 

Der bewiesene Satz erlaubt eine Verallgemeinerung auf den Fall der Ab- 
bildung kompakter Mengen in Kompakta. 
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Es mögen zwei metrische Räume X und Y und die Menge F der Abbildun- 
gen f des Raumes X in den Raum Y gegeben sein. Eine Abbildung fe F 
heißt beschränkt, wenn für ein beliebiges ze X 


ef), 6) = c, 
ist. Dabei bedeutet # ein festes Element des Raumes Y und c; eine im allge- 


meinen von der Abbildung f abhängende Konstante. Eine Abbildung fe F 
heißt gleichmäßig stetig, wenn es für ein beliebiges e > 0 ein ö > 0 gibt, so daß 

elfaı),fr)) <e 

für zwei beliebige Punkte x, und x, des Raumes X mit o(x,, &;) < 6 wird. 


M(X, Y) sei die Menge aller beschränkten Abbildungen des Raumes X. in 
den Raum Y. Wir machen M(X, Y) zu einem metrischen Raum, indem wir 


elf, pP) = up o(fix), Plz) 


setzen. Es folgt die Gültigkeit aller. metrischen Axiome. Die Konvergenz im 
Raum M(X, Y) ist die auf X gleichmäßige Konvergenz einer Folge von Ab- 
bildungen {f„(x)} c M(X, Y) gegen eine Abbildung f(x) e M(X, Y). 

Ist Y ein vollständiger Raum, so ist auch M(X, Y) ein vollständiger Raum. 

Strebt o(fn, m) > 0 für n und m gegen 0, so gibt es für ein beliebiges & > 0 
eine Zahl n,(e) mit . 

olfnl), Inte) <e (W 

für alle x e X, sofern n, m > n,(e) ist. Wir halten x e X fest. Auf Grund der 
Vollständigkeit des Raumes Y konvergiert die in sich konvergente Folge {fn(2) } 
gegen ein Element ye Y. Wir setzen 


Fe) = y = lim f() 


und erhalten eine Abbildung des Raumes X in den Raum Y. 
Durch Übergang zum Grenzwert in Ungleichung (1) für m — 00 erhalten wir 


o(fa®); ), fa )) < ze - 
für alle x bein = n,(e). Daraus le fe MX, Y) und die auf X gleichmäßige 
Konvergenz f(x) — f(x). 

Wir bezeichnen mit C(X, Y) die Menge aller gleichmäßig stetigen Abbil- 
dungen aus M{X, Y). Man überzeugt sich leicht davon, daß der Grenzwert 
einer gleichmäßig konvergenten Folge gleichmäßig stetiger Abbildungen eben- 
falls eine gleichmäßig stetige Abbildung ist. Folglich ist die Menge C(X, Y) 
abgeschlossen im Raum M(X, Y). 

Zum Schluß führen wir noch eine Definition ein. Die Abbildungen f, die 
einer Mengenfamilie @ c C(X, Y) angehören, heißen gleichgradig stetig, wenn 
für ein beliebiges &e> 0 ein nur von & abhängendes ö > 0 existiert, so daß 


olftz3), fix) <e 
wird, sofern o(#,, %;) <ö ist, und zwar gleichzeitig für alle fe Q und unah- 
hängig von der Auswahl der Punkte x, und z,€ X. 


166 Kapitel V. Kompakte Mengen in Räumen 


Satz 2. Aus einer Mengenfamilie Q von sieligen Abbildungen einer kom- 
pakten Menge X in ein Kompaktum Y kann man genau dann eine gleichmäßig 
konvergente Folge herausgreifen, wenn die Abbildungen der Familie Q gleichgradig 
stelig sind. 

Wir zeigen nur die Hinlänglichkeit der formulierten Bedingung. 

Zunächst ist Y als Kompaktum eine beschränkte Menge, und infolgedessen 
sind alle Abbildungen der Familie @ gleichmäßig beschränkt. 

Deswegen ist Q c C(X, T). Da C(X, Y)in M(X, Y) abgeschlossen ist, genügt 
es für den Beweis der Kompaktheit von Q in C(X, Y), die Kompaktheit in 
M(X, Y) nachzuweisen. 

Für ein beliebiges e > 0 nehmen wir ein ö > 0 derart, daß für o(x,, 25) < 6 


olfe), Fa) <- @) 


ist, und zwar gleichzeitig für alle fe @. Das ist auf Grund der gleichgradigen 
on der Abbildungen möglich. Wir wählen danach ein endliches ö/2-Netz 
%, %, . ..,%, in der Menge X und definieren die Mengen 


x 5(n2)\us{n2) 


Sie überschneiden sich nicht, ergeben in der Summe X, und der Durchmesser 
jedes X, ist nicht größer als d. Yı, Ya +. -, 4m sei weiter ein e/2-Netz für das 
Kompaktum Y. Wir betrachten alle möglichen Funktionen g(x) e M(X, Y), 
die auf den Mengen X, die konstanten Werte y, annehmen. Diese Funktionen 
bilden ein endliches e-Netz für die Menge %. Nehmen wir eine Abbildung 
Je 0, so erhalten wir für beliebiges x e X und jedes g(x) 


e(ftx), g(e)) < e(fiw), Far)) + olflar), ga) + olgla.), 9) ; 
wobei x; so gewählt wurde, daß x e X, ist. Deshalb ist auf Grund von (2), 
und da x und z, ein und demselben X, angehören, 


ef, Fe)) <z, Ela), ga) = 0 


und daher e 

elfw), da) <Z + elf), a) - 

Wir wählen nun g(x) so, daß g(x;) = 4; der Ungleichung 
ef). u) < z 


genügt. Dann wird für jedes x eX 


fa), ge)) <e 


elf; 9) ae elf), g@)) Se. 


Als Teilmenge eines vollständigen Ne Raumes M(X, Y) mit endlichem 
e-Netz ist die Menge Q kompakt, und der Satz ist bewiesen. 


und folglich 
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Kriterien der Kompaktheit in Z,[0, 1]. x(i) sei aus 7,[0, 1]. Wir erweitern 
die Funktion x(f) über die Grenzen des Intervalls [0, 1] hinaus, indem wir 
x(t) = 0 setzen, wenn t außerhalb dieses Intervalls liegt. Dann sind für ein 
beliebiges Intervall [a, 5] der Zahlengeraden die Integrale 

b b 
[kola und Sep di 
(7 @ 


sinnvoll. 
Kriterium für die Kompaktheit in Z„[0,1] (Satz von M. Rızsz). 
Eine Funktionenfamilie 
K = {xtt)} c L,[0, 1] 


ist genau dann kompakt, wenn die Funktionen der Familie der Norm nach gleich- 
mäßig beschränkt und im Mittel gleichgradig stetig sind, d. h., wenn gilt 


1 
1. [koPd<e, 
0 


2. ae (+ h) — xt)? di < er 
0 


für 0 <h<öle) und zwar gleichzeitig für alle Funktionen der Familie. 
Notwendigkeit. Die Notwendigkeit der Bedingung I ist offensichtlich. 
Wir zeigen, daß Bedingung 2 erfüllt ist. Da K eine kompakte Menge ist, muß 
bei beliebigem & > 0 für diese Menge ein endliches g/3-Netz x,(f), xg(f), - - -, &n(E) 
existieren. Da jede Funktion aus Z, [0, 1] im Mittel stetig ist, gibt es zu jedem 
wein Ö, mit 


" er + Napa <(z) 
0 


für O<h<6ö,. Es sei ö = minö.. Dann ist bei 0 <h<ö und für alle 
i=12,...,n a 


1 
[me+m amp a < (3)" 
0) 


Wir nehmen eine beliebige Funktion x{t) e K. Es gibt eine Funktion z;{f) 
derart, daß 1 


Fra zur ae <(z) 
ist. Bi0 <h<ö wird i 
1 1/p 1 1/p 
(i «(+ h) — scojral < (/ let +) — (6 + h)P a) 
0 
: 1 1/p 1 1/p 
+ | | x; (6+h) — (1)? a) nn | j Ie;() — ze) |? a) 


B U o2e 
<(fpesm + np) +3: 
0 
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Es ist aber 
ı 1 1 
j ®t+M-at+hpd= J Ix(s) — z.(s)|? ds < 1 Ix(s) — 2,(s)|P ds < (3) 


(hier benutzen wir, daß x({f) und z;{f) andern [0, 1] Null sind). Aus den letzten 
zwei Ungleichungen folgt 


(/ [+ - at) a) <E 
0 


für 0 <h<6, und da x(f) eine beliebige Funktion aus K war, ist die Not- 
wendigkeit der Bedingung 1 bewiesen. 


Hinlänglichkeit. Wir betrachten die Stnxtowschen Mittelfunktionen 


i+A 
&,(E) 3% f x(r) dt 
i=h 
Es ist 
=” r i+h ii i+h 1/q t-+h 1/p 
EAU =>, f zz) de) | < | “) | j\ jetz) ]P “) 
ti—h i—h E t— 
r 1p 
1\4 
< (55) "(Jr a) (3) 
0 
d 
= n i+u-+h t+h 
+ u — )| = 3% (ddr — Mi x(r) dr 
i-Fu—h tn 
i+h i+h 
=, tt + ud — H z(r) de 
In In 
\ i-+-h 
<;; e(7 + wu) — x(r)| dr 
ih r 
nl a 
< (7) (J e(e-+ u) — xt eirar) 
1 1/p 
ı\U 
< (#5) A ler + u) — afz)[P “) (4) 
ö 


Aus den Bedingungen 1 und 2 und den Ungleichungen (3) und (4) folgt, daß 
bei festem A die Funktionen der Familie {x,(f)} für x({t) e K gleichmäßig be- 
schränkt und gleichgradig stetig sind. Folglich ist die Familie {x,(t)} kompakt 
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im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz und erst recht im Sinne der Konver- 
genz im Mittel von p-ter Potenz. Andererseits ist 
i+-h 


lz{t) ul <; | let ) — x{r lie [m su+nle 


t+h 


Y 1/p 
(5) ( f et) — (+ T)]P “) N 
Bine 
Daraus folgt 


fi — {Pd < | sl - 
=; A )—a( nmalar<gge ag, 


—h 


IN 


da (nach Bedingung 2) f (+7) — el) de <e? ist, wenn nur |] <6ö 
° 


wird. Somit bildet die Familie {x,(t)} ein e-Netz für die Familie X, und da 
dieses e-Netz kompakt ist, so ist nach der Folgerung aus dem HAvsporrtschen 
Satz auch die Menge K selbst kompakt. 

Wir geben ohne Beweis noch zwei Kompaktheitskriterien für Mengen im 
Raum L2,[0,1] an. 


Satz von A.N. Kormogorow. Eine Menge K.c L,[0, 1] ist kompakt genau 
dann, wenn 

1. die Normen der Funktionen x{t) e K eine gemeinsame Schranke besitzen, 

2. für beliebiges e> 0 ein 6 > 0 existiert, so daß 

Ir — ll <e 
bei h <Öö simultan für alle Funktionen x{t) e K ist. 

Wir werden sagen, die Funktionenfamilie M = {x(t)} besitze gleichgradig 
absolut stetige Normen, wenn für jedes & > 0 ein 6 > 0 angegeben werden kann 
mit 

a) zul <e 
für mes E <ö (hier ist xz(f) die charakteristische Funktion der Menge E). 

Satz von M. A. Krasnoseuskt |18]. Die Familie K < L,[0, 1] besitze gleich- 
gradig absolut stetige Normen und sei kompakt im Sinne der Konvergenz dem 
Maße nach. Dann ist diese Familie kompakt im Sinne der Konvergenz im Mittel. 


Kriterium für die Kompaktheit im Raum Q. Wir betrachten die Menge 
aller Kurven g, die durch 


z=af), y=-Yil), z=l) (<ızı) (5) 


12 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 


170 Kapitel V. Kompakte Mengen in Räumen 


gegeben sind. x{f), y(t) und z(f) seien stetige Funktionen des Parameters t. 
Sind q und p zwei in der Form (5) gegebene Kurven, so ordnen wir die denselben 
Parameterwerten entsprechenden Kurvenpunkte einander zu. Sei d das Maxi- 
mum des Abstandes zwischen zwei einander entsprechenden Punkten der beiden 
Kurven. Die Zahl d hängt von der Wahl der Parameterdarstellung der beiden 
Kurven ab. Als Abstand o(g, 9) betrachten wir die untere Grenze der Zahlen d 
bei allen möglichen Parameterdarstellungen. 

Man bestätigt leicht, daß. der so definierte Abstand zwischen den Kurven 
allen metrischen Axiomen genügt. Den so erhaltenen Raum bezeichnen wir 
mit Q. Q spielt in der Varistionsrechnung eine große Rolle. Man kann zeigen, 
daß Q vollständig ist. j 


Satz (HıLserr). Die Menge K aller rektifizierbaren Kurven (K < Q), die in 
einem endlichen Teil des Raumes liegen und gleichmäßig beschränkte Längen 
besitzen, ist kompakt. 


Beweis. Die Längen der Kurven ge K seien nicht größer als I. Wir teilen 
jedes ge K in n Bögen von gleicher Länge, verbinden die Teilpunkte durch 
Sehnen und erhalten einen Polygonzug q„. Jeder der n Bögen der Kurve g und 
jede Strecke des Polygonzuges g, ist nicht größer als I/n. Der Abstand zwischen 
den Punkten eines solchen Bogens und den Punkten der zugehörigen. Sehne ist 
kleiner oder gleich 21/n. Für g und g,„ führen wir eine Parameterdarstellung ein, 


"E1),:=0,1,2,...,n—1, durchläuft, 


einen Teilbogen der Kurveg bzw. die entsprechende Strecke des Polygon- 
zuges q„ erhält. Der Abstand zwischen zwei denselben Parameterwerten ent- 
sprechenden Punkten von q und g, ist nicht größer als 2 !/n, d. h., es ist 


so daß man, wenn t das Intervall (> : 


21 
em) =, 


Also bildet die Menge K,, der Polygonzüge q, ein 2 1/n-Netz für K. Jeder Polygon- 
zug ist durch die 3 (n + 1) Koordinaten seiner n + 1 Ecken festgelegt. Nach 
Voraussetzung sind diese Koordinaten gleichmäßig beschränkt. Daher ist K, 
kompakt. Dann ist aber nach Folgerung 1 von Satz 3, $1, auch X kompakt. 

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt eine Reihe von Sätzen über die Existenz 
geodätischer Linien. 


Ein Kompaktheitskriterium in einem Raum mit Basis. 


Satz 3. Die Menge K eines BAnAcH-Raumes E mit Basis ist kompakt genau 
dann, wenn K beschränkt ist und wenn für jedes e > 0 ein n, existiert, so daß 
IR„ || <e ist fürn Zn, und jedes x aus Kt). 

Notwendigkeit. Die Beschränktheit von K ergibt sich aus Folgerung 3, 
Satz 3, $1. Wir beweisen die Gültigkeit der zweiten Bedingung. 


1) Siehe Fußnote 8. 171. 
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Dazu nehmen wir ein ®>0 und konstruieren ein endliches &-Netz 


[X %% . - -, %] für K. Für ein beliebiges ze K gibt es ein x,, welches dem 
e'-Netz angehört derart, daß ||x — x;}| < e’ ist. Es wird!) 
IR. «|| = ||e — 5 =] < [x — ill + 2: — Sn 2|| 


sel + nu Sales + arte ll 
+ ll <a + AN + [Rn will - 


Für jedes feste x geht R,x für n — oo gegen 0. Deshalb gibt es ein n, mit 
IR,ell<e fünzm, (=1,2,...,k). Daher ist fürn >n, 


Ir z1| <(2+ Art) e. 


Nimmt man jetzt €’ so erhält man die geforderte Ungleichung, 


€ 
2 + 1451? 
denn n, hängt nicht von der Wahl der xe K ab. 

Hinlänglichkeit. Wir zeigen, daß aus den Voraussetzungen die Existenz 
eines endlichen e-Netzes für K folgt. Zu einem vorgegebenen & wählt man ein 
n, derart, daß ||R, x|| <e/2 für alle ze K ist. Wir untersuchen dann die 
Menge K,, die aus den Elementen 8, x mit ze K besteht. Man kann K,, als 
eine durch e,, &,..., e,, definierte Menge auffassen, die in einem n,-dimen- 
sionalen Raum #, — E liegt. Wegen 


18 el = As" ll Ilell 


und der Beschränktheit von K ist auch K,, beschränkt und daher kompakt. 
Dann existiert in. E,, für K,, ein endliches &/2-Netz. Dieses Netz wird offensicht- 
lich ein e-Netz für K, und das Geforderte ist bewiesen. 


Ein Kompaktheitskriterium in l,. Eine Menge K<I, ist genau dann kom- 
pakt, wenn sie beschränkt ist und für ein beliebiges e > 0 eine nur von e abhängige 
Zahl n, existiert, mit der 

2er 
ien-+i " 
fürn zn, und beliebiges 
[Enke sfm.. eK 
wird. 

Der Beweis folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz durch die Bemerkung, 

daß in L, 


‚2. jur)” — ||R,2]|. 


Beispiel. Wir betrachten in !, die Menge der Elemente x = {&} mit 0 < &, < 1/n, d.h. 
das Hauptparallelepiped der Koordinaten im Hrızserr-Raum. Das vorhergehende Kriterium 
läßt die Folgerung zu, daß dieses Parallelepiped kompakt ist. P. S. Urysow bewies, daß 
jeder separable metrische Raum homöomorph zu einer Teilmenge des Hauptparallelepipeds 
des Raumes /, ist [36]. 


") Zu den Operatoren $ und R siehe S. 117, zum Operator Ag! 8. 116. 


12* 
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Endlichdimensionalität und Kompaktheit. Es ist bekannt, daß im n-dimen- 
sionalen euklidischen Raum jede beschränkte Menge kompakt ist. Wir zeigen, 
daß die Kompaktheit beschränkter Mengen eine charakteristische Eigenschaft 
endlichdimensionaler linearer normierter Räume ist. 


‚Satz 4. Ein Teilraum L eines linearen normierten Raumes E ist endlich 
dimensional genau dann, wenn jede beschränkte Menge von Elementen aus L 
kompakt ist. 


Notwendigkeit. L sei n-dimensional. Dann ist L homöomorph zu dem 
»-dimensionalen euklidischen Raum E,. Eine beschränkte Menge McL ist 
umkehrbar eindeutig und umkehrbar stetig abbildbar in eine beschränkte 
Menge N c E„, und da N in E,„ kompakt ist, muß auch M in Z kompakt sein. 


Hinlänglichkeit. Wir setzen voraus: Jede beschränkte Menge von Ele- 
menten aus Z ist kompakt. Wir nehmen in L ein beliebiges Element x, mit 
|z}|| =1. Mit L, bezeichnen wir den Unterraum, der durch das Element x, 
erzeugt wird. Ist L= L,, so ist der Satz bewiesen. Wenn L, nicht mit L 
zusammenfällt, so existiert nach dem Hilissatz von $3, Kapitel Il, in Z ein 
Element x, mit ||x,|| = 1 und 


1 
Ir — ill 25: 
Wir bezeichnen mit 2, den Unterraum, der von den Elementen x, und x, auf- 
gespannt wird. Es gibt zwei Möglichkeiten: Entweder ist L= L,, und der 


Satz ist bewiesen, oder L, fällt nicht mit L zusammen. Dann existiert laut 
Lemma ein. Element x, mit 


all, Im-al2z, Ia-al2z- 


Diesen Prozeß setzen wir fort. Man kann zwei Annahmen machen. Entweder 
fällt für ein n Z, mit Z zusammen, und der Satz ist bewiesen, oder wir kon- 


struieren eine unendliche Folge {x,} derart, daß ||x„|| = 1 und ||x, — „|| 21/2 
bei n + m für beliebiges n und m ist. Die zweite Möglichkeit entfällt jedoch, 
da sie die Existenz einer beschränkten (||x„|| = 1) und nichtkompakten 


(en — &m|| Z 1/2 bei n + m) Menge beinhaltet, was der Satzvoraussetzung 
widerspräche. 


Das Problem der besten Approximation. P. L. TSCHEBYSCHEFF untersuchte 
das Problem der besten Approximation von Funktionen durch Linearkombi- 
nationen gegebener Funktionen. Ausgedrückt in der hier eingeführten Ter- 
minologie sind das Approximationen in den Räumen (©, 2, ,’); L usw. 

Wir behandeln das Problem der besten Approximation. eines beliebigen 
Blementes x eines normierten Raumes E durch Linearkombinationen eines 
gegebenen Systems linear unabhängiger Elemente x,,%,...,%meE. Wir 
zeigen: Das Problem der besten Approximation ist lösbar [1]. 


1) Auf S. 56 haben wir den komplexen Raum L, , eingeführt. Hier handelt es sich 
um den analog definierten reellen Raum Z,, .. 
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Hilfssatz. Bei unbeschränkt wachsender Summe. 3 A; strebt die Funktion 
1 


Old Ay: An) = a — Aa — Ag — An anl| > 0. 
Uns steht die Ungleichung 
OlAy An, ee a en |[Aı % +% X ale 2 + An &nl| 55: | 
zur Verfügung, und wir betrachten zusätzlich eine andere stetige Parameter- 
funktion 


YA Age. 2, An) = ||Aı 2 Ay % ee 1 Anal“ 


R 
Auf der Kugel 5 % = 1 des n-dimensionalen euklidischen Raumes (die eine 


i-1 
insich kompakte Menge darstellt) nimmt diese Funktion ihren kleinsten Wert u 
an, der auf Grund der linearen Unabhängigkeit der Elemente x,, 2, ..., X 
größer als Null ist. Ein beliebiges k > 0 sei gegeben. Wenn 


5% >40 +1 


ist, so ist 


R u 
lan) >| Ya - |e|] = ID | ll] 
1 Fi ii 2 
V2# | 
R 
= Sau — |e|| > %, 
fe 
und der Hilfssatz ist bewiesen. 
Satz. Es existieren reelle Zahlen A, A, ...,A0 derart, daß die Größe 
ld Ay... An) = | — Ar Ag An || 
ihr Minimum bei, =), = 10), ..., A, = A) annimmt !). 


Die Behauptung des Satzes ist sofort einzusehen, wenn x linear von 2,,%,,...,% 
abhängt. Wir nehmen nun an, x liege nicht in dem von 2,,%, . . ., %, aufge- 
spannten Unterraum. Daß (A,,}2 ...,4„) eine stetige Funktion ihrer Argu: 
mente ist, folgt aus der Ungleichung 


[9(A4; Ay, .. ., An) = Pt Ka ae -, Am)) 
! n ” n 
= |e - 24m je Lues | 2m 
sr A— ul || Ss max A — al dell - 
i=1 isisn i=1 


!) D.h., in einem von 2, %,...,2, erzeugten endlichdimensionalen Raum gibt es ein 
Element, das x am nächsten liegt. 
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Auf Grund des Hilfssatzes ist p(A,,2 . - -,4,) 2 ||e|] außerhalb einer Kugel 


B> „zur. 

i=1 B 
Diese Kugel ist kompakt, und so nimmt @(A,, Az . - .,A„) als stetige Funktion 
auf ihr ihren kleinsten Wert» in einem Punkt (49,7®,...,10) an. Es 
gilt aber v» < 9(0,0,...,0) = ||e||. Deshalb ist » der kleinste Wert der Funk- 
tion old, Ay. -,4,) auf dem gesamten Raum der Punkte A}, Ag, ...,An, WO- 
durch der Satz bewiesen ist. 

Die Linearkombination 


VOR. up 0 E 7er ee 
die die beste Approximation des Elementes x liefert, ist im allgemeinen Fall 


NR 
nicht eindeutig. Will man. den approximierenden Ausdruck 3% A, x; eindeutig 
i=1 
machen, so muß man zusätzliche Bedingungen stellen. So betrachtet man im 
Raum C[0,1] Systeme von Funktionen, die sogenannten TSCHEBYSCHEFF- 
Bedingungen genügen. Jedoch kann man Räume angeben, in denen die beste 
Approximation immer eindeutig bestimmt ist. 
Ein Raum E heißt streng normiert, wenn bei x == 0, y +0 die Gleichung 
I + yl| = = ||e|| + |[y|| nur beiy= ax mit « > 0 möglich ist. 
In einem streng normierten Raum ist die beste Preemauon! eindeutig 


bestimmt. Wenn nämlich zwei Linearkombinationen 5 }, x, und 5 Ki %; mit 


i-1 i-1 
N Rn 
2 —- EA |=|2 —- Zw | = d 
i=1 i=1 | 
N & 
und d = min | x — YA; x, || > 0 existieren, so ist 
i=1 
m; SEN 1 1 
ey, <z - %h x > |®- um |-zd+54=4, 
=1 =ı 
und da 
N 
At En 
u — >d 
2 Zul 
ist, wird 
At 
Bad : 5 "\=d. 
Folglich ist 
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Hieraus folgt wegen der strengen Normiertheit des Raumes 


R e n 
2 Eummals- Ehal. 
i=1 i=1 


Wäre «& = l, so würde x eine Linearkombination der Elemente %,, 2, . . -, %% 
sein. Das ist nach Voraussetzung ausgeschlossen. Daher ist «a = 1 und damit 


Eh )m—0, 


i=1 
woraus wegen der linearen Unabhängigkeit der Elemente x, 2, . . -, &n 
Az ıi=1,2,...,n, 


folgt. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Beispiele streng normierter Räume sind L,f0,1] und !, für o<1. Der 
Raum C [0, 1] ist nicht streng normiert. Um sich davon zu überzeugen, genügt 
es, zwei nichtnegative linear unabhängige Funktionen x({f) und y(f) e C[0, 1] zu 
betrachten, die ihre maximalen Werte in ein und demselben Punkt des Inter- 
valles [0, 1] annehmen. Für solche Funktionen ist offensichtlich 


ie + all = Tell + Ioll» 


obwohl y = «& x ist. Der Leser kann sich leicht davon überzeugen, daß Z [O, 1] 
und I ebenfalls nicht streng normierte Räume sind. 


Schwache Kompaktheit. Der folgende Satz ist wichtig für en 
der Funktionalanalysis. 


Satz 5. Ist der Raum E separabel, so ist jede Kugel in dem konjugierten 
Raum E* schwach kompakt, d. h., aus einer beliebigen Folge linearer Funktionale 
{fa} mit beschränkten Normen kann man eine Teilfolge auswählen, die gegen ein 
Funktional f, schwach konvergieri. 


Beweis. Bei der Betrachtung von Operstorenräumen wurde gezeigt, daß 
E* im Sinne der punktweisen Konvergenz von Operatoren vollständig ist. Da 
für lineare Funktionale die punktweise und die schwache Konvergenz zu- 
sammenfallen, ist £* im Sinne der schwachen Konvergenz vollständig. Es ist 
daher hinreichend zu zeigen, daß aus jeder Folge {f,} von linearen Funktionalen 
mit beschränkten Normen eine schwach konvergierende CauchY-Folge ausge- 
wählt werden kann. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir 
Ill 1an. 2,2% ...,%, .. . seieinein HE abzählbare überall dichte Menge. 


Da 
Al Ss Ill ll Ss Ieill 


ist, so ist {f„(x,)} eine beschränkte Zahlenfolge. Man kann aus ihr eine kon- 
vergente Teilfolge 


Al); Int); ge lan), “a 


auswählen. Wir untersuchten nun die Folge !f, a! . 
g R% 
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Da 
ge] < al 
ist, ist auch (Fun) eine beschränkte Zahlenfolge. Aus dieser läßt sich 
wiederum eine konvergente Teilfolge 
HOLE Aal), ---; ale), 

auswählen. Indem man dieses Verfahren fortsetzt, konstruiert man Folgen 
(p@)), | Ss); .... Es ist dabei wesentlich, daß jede folgende Teilfolge 
aus der vorhergehenden ausgewählt ist, und die Teilfolge | Fun) konvergiert für 


allex,:=1,2,...,m. 
Wir konstruieren nun die „Diagonalfolge‘“ 


In» HOF ag Ja; Be 


Es ist leicht zu sehen, daß diese Teilfolge für jedes x, aus der betrachteten 

abzählbaren überall dichten Menge konvergiert. In der Tat ist es hinreichend zu 

bemerken, daß Futm)s Im» ... eine Teilfolge von | Sum) ist, die nach Kon- 
El m 

struktion für x,„ konvergiert. Daher konvergiert auch die ganze Folge \fugpl 


für alle x. 
Da die Normen der Funktionale der Folge | J, 0} gleichmäßig beschränkt 


sind und diese Folge auf der in E überall dichten Menge {x,,%,..., 2m: .} 
konvergiert, ergibt sich nach Satz 2, $4 von Kapitel IV, die schwache Konver; 
genz der Folge | In} 


Der Satz ist bewiesen. 


Folgerung. In den Räumen I, und L, [0, 1] ist jede Kugel schwach kompakt. 
Das folgt aus , =, Z,[0,1] = L} [0,1] und der Separabilität von l, und 
2, [0,1]. 

Bemerkung. Man beweist leicht, daß in E* jede Kugel schwach abgeschlossen 
und folglich jede schwach kompakte Kugel schwach kompakt in sich ist. 


83. Universalität des Raumes € [0, 1] 


Der sowjetische Mathematiker P. S. Uryson bewies im Jahre 1923, daß es 
„universelle“ Räume gibt. Ein separabler metrischer Raum E heißt universell, 
wenn sich zu jedem separablen metrischen Raum ein dazu isometrischer Teil- 
raum von E angeben läßt. Später bewiesen die polnischen Mathematiker 
S. BAnacH und S. Mazur, daß C[0, 1] universell ist. 


Der Beweis des Satzes von BANnAcH und Mazur beruht auf der schwachen 
Kompaktheit der konjugierten Räume. 

Satz 1. Jeder separable BanacH-Raum E ist einem Teil des Raumes C[0, 1] 
isometrisch und isomorph. 
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Beweis. Wir bezeichnen die Kugel ||/|]| < 1 in #* mit 8 und benutzen in 8 
die schwache Konvergenz. Dann ist S nach Satz 5, $2, eine in sich kompakte 
Menge. Die Folge {a„} sei auf der Einheitskugel ||x|| < 1 des Raumes # eine 
abzählbare überall diehte Menge. Für ein beliebiges Funktional fe $ setzen 
wir fa) = &, || <1,k=1,2,.... Wenn f„ — folfn fo € 8) konvergiert, so 
strebt &9 — f,(a;) — folar) = EP. Jedem fe sS entspricht also ein Element 
y= {Er} (& = f(a,)) des Raumes 8, und die Konvergenz f„ — fo zieht die von 
Ya— Yo für die entsprechenden Elemente des Raumes $ nach sich. Ist N die 
den Funktionalen fe 8 entsprechende Punktmenge von $, so ist N das stetige 
Abbild einer in sich kompakten Menge und folglich ebenfalls in sich kompakt. 
Ohne Mühe folgt, daß die inverse Abbildung von N auf $ ebenfalls eindeutig 
und stetig ist. Es sei f{a;) = p(%),k=1,2,.... Für beliebiges = e E, |e|| < 1, 
wählen wir ein a,, so, daß || — a, || <e ist. Dann wird 


fa) — P@)| Ss fa) + fa) - Ya) + P@— a) <2e, 
und daraus folgt wegen der Willkür von e: f(x) = o(x), d.h. f=e. 

Wenn weiter f„(@,) gegen fu(a,) konvergiert, so zieht das infolge der Be- 
schränktheit der Normen der Funktionale (||f„||; ||fo!| = 1) die schwache Kon- 
vergenz f„ — f, nach sich, und die beiderseitige Eindeutigkeit und Stetigkeit 
der Zuordnung S > N ist bewiesen. 

Nach Satz 6, $1, ist N als in sich kompakte Menge eines metrischen Raumes 
ein stetiges Bild des Cantorschen Diskontinuums P,. Damit entspricht jedem 
te P, ein Funktional f, e 8, die Gesamtheit aller f, fällt mit 8 zusammen, 
und f,, konvergiert schwach gegen f, für ,— t. 

Wir wählen ein ze Z. Nach Definition der schwachen Konvergenz für 
Funktionale geht 


S®) > File) für n>4: 
Bei festem x ist somit fix) eine stetige Funktion von te P,. Wir wollen sie mit 
Y,(t) bezeichnen: 

Je) = Yall) . m 
Auf den an P, angrenzenden Intervallen setzt man die auf P, definierte Funk- 
tion 9,(t) linear und stetig fort. Dadurch ist o,(t) auf dem abgeschlossenen 
Intervall [0, 1] stetig, d.h., es gehört zu 0 [0,1]. Nach Definition der Norm 
in © [0, 1] gilt A 

IPzI\c = max |p{)| . 
te[0,11 1 

Aber wegen der Linearität von o,(f) auf den an P, angrenzenden Intervallen 


fällt das Maximum von 9,(t) auf [0,1] mit dem Maximum von o,(t) auf P, 
zusammen. Daher ist 


Ip! = max |p.)] - 
teP, 


Wir haben aber andererseits für te P, nach (1) 


IP. = Il = Ile el = Iellz 


178 Kapitel V. Kompakte Mengen in Räumen 


und folglich 
max |pz(0)| < |lellz - (2) 
teP, 


Ferner kann man für ein gegebenes x ein /, mit der Norm 1 konstruieren, für 
welches gilt 


Aka) = Ilellz- 
Da f, € 8 ist, existiert ein ti, e P, mit 
Ir =Jh- 
Folglich ist 
Aal = Ilellz » 
d.h. 
|Pzlo)| = Ilellz 
und daher 
max pt) > Ielle- (8) 
Aus (2) und (3) folgt j 
elle = mas 9] = Ilellz - (4) 


x, € Eseig,(t)undz, e Eseig,,{t) zugeordnet. Dann ist aus der Konstruktion 
der Funktionen ersichtlich, daß x, + x, bzw. Ax den Funktionen. Pu) + 9.) 
bzw. A o,(f) entsprechen. Wir haben folglich eine isomorphe Abbildung von E 
auf einen Teil von 0 [0,1]. Da aber wegen des Isomorphismus dem Element 
% — %, die Funktion p,(t) — 9,,(t) zugeordnet ist, erhalten wir nach (4) die 
Beziehung 
Izı — zallz = ||92, — Pa,||lc » 

d.h., die Zuordnung von E auf einen Teil von C’[0, 1] ist nicht nur isomorph 
sondern auch isometrisch. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. - 

‚Satz 2 (FRücHET). Jeder metrische separable Raum X ist einem Teil eines 
separablen BANACH-Raumes isometrisch. 

Beweis. M = {2,4,%,...,%m...} sei eine abzählbare überall dichte 
Menge in X. Wir lassen jedem x e X den Punkt y = {n,} des Raumes m mit 

m 0l®, %) — 0%, x) > i= 1,2, SR ; 
entsprechen. Nach der Dreiecksungleichung ist i 
Im] = letz, ©) — 20 &)| < ol, &0) » 
und folglich bilden die {n,} eine beschränkte Folge, d. h., y ist ein Punkt des 
Raumes m. Den Elementen x e X und x’ e X mögen in unserer Abbildung die 
Elemente y = {n,} und y’ = {m} aus m entsprechen. Es ist. 


IIy — || = sup In: — mi| = sup |[ol®, ©) — o(20; &)] — [ola’, ©) — O0 i)]| 
= sup |o&, 2.) — oe, ©;)| S ol, ©). (5) 


& sei jetzt eine beliebige positive Zahl, die kleiner als o(x, x’) ist. Es existiert 
ein x, unserer abzählbaren überall dichten Menge M derart, daß o(&,x,) s e/2 
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ist. Folglich ist 


o(a', 27) > 08, &) — @lan ®) > ola’, a) — z > 0 
und daher auch 


’ N ‚ € 
In — m] = len %) — On, #)| Z ol@’, &n) — z 


> o(x’, x) 5 Ser ge e(l&,’) — E 
Hieraus ergibt sich 
I» - || 2e® =) -e- (6) 
Da e> 0 beliebig war, folgt aus (6) 
| I-rlze&.), u) 
und man erhält aus (5) und (7) 
Ivy =0o@«). (8) 


Somit ist der Abstand zweier Punkte x und x’ in X gleich dem Abstand der 
ihnen zugeordneten Punkte y und y’ in m. Damit ist aber X einem gewissen 
L< m isometrisch. E sei der Unterraum von m, der von den Elementen der 
Menge L erzeugt wird, und da m separabel ist, ist Z ein separabler BAwAcH- 
Raum. X ist einem Teil dieses Raumes isometrisch, womit der Satz bewiesen ist. 


Satz 3 (Banaca und Mazur). Jeder metrische separable Raum ist einem Teil 
von C [0, 1] isometrisch. 


Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus den Sätzen 1 und 2. 


Wir wollen zum Schluß noch eine Eigenschaft der Universalität von C[0, 1] 
angeben. M. 6. Krkın stellte im Zusammenhang mit einigen Fragen zu Mo- 
mentenproblemen und zur Theorie der linearen Integralgleichungen die Kegel- 
theorie in BAnAcH-Räumen auf [20]. 

.. In einem Raum Z heißt eine abgeschlossene konvexe Menge KCE ein 
Kegel, wenn i 


1 fürz#=0aus KundA =0fogtAweceK, 
2. für! <0OfolgtAxe K und 


3. für z,yeKauchx-+ ye Kist. Diese Menge K wird Normalkegel genannt, 
wenn für je zwei Elemente x,ye K mit |le|| = ||y|| =1 gilt |®e + y|| > ö, 
wo ö eine feste positive Zahl ist. So bildet z. B. die Gesamtheit der nichtnega- 
tiven Funktionen aus C’[0, 1] einen Normalkegel. Es gilt der folgende 


” Satz (M. G. Krem [19]). X sei ein Normalkegel eines separablen Raumes BE. 
Es existiert eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung von E in einen Unier- 
raum von C'[0, 1], bei der die Elemente aus K und nur sie in nichtnegative Funk- 
tionen übergehen. 

‘Wenn E nicht separabel ist, so gilt ein analoger Satz. Man ersetzt C[0, 1] 
durch den Raum CO der auf einem gewissen Bikompaktum stetigen Funktionen. 


KAPITELVI 


VOLLSTETIGE OPERATOREN 


$1. Vollstetige Operatoren 


Definition. Ein auf einem linearen normierten Raum E, definierter Ope- 
rator A, dessen Wertebereich in dem linearen normierten Raum E, liegt, heißt 
vollstetig, wenn er jede beschränkte Menge aus E, in eine kompakte Menge in 
E, &bbildet. Jeder vollstetige Operator ist offensichtlich beschränkt. Ferner 
bildet nach Satz 7, $1, Kapitel V, jeder lineare beschränkte Operator 4 eine 
kompakte Menge wieder auf eine kompakte ab. 

Im allgemeinen ist die Vollstetigkeit stärker als die einfache Stetigkeit. 
So ist der Einheitsoperator in einem unendlichdimensionalen Raum E nicht 
vollstetig, da er zwar die Einheitskugel in sich abbildet, aber diese ist nicht 
kompakt. 


Beispiel. Essei Z,=E,= C[0,1] und 
i 
ye)=[Kst)a)di= Ar, 
6 


wo K(s, t) ein im Quadrat 0<zsss1l0=stsl1 stetiger Kern ist. Wir beweisen, daß der 
Operator A vollstetig ist. {x(s)} sei eine beschränkte Menge von Funktionen aus C’ [0,1], 
leii = r. Offensichtlich sind die Funktionen 


y(s) = (K6, t) z(t) dt 
6 


gleichmäßig beschränkt, wobei x(t) aus der betrachteten Menge ist. Denn ist 
K = max |K(s, i)|, so wird |y(s)| < Kr. Die Funktionen y(s) sind auch gleichgradig stetig. 


st 
Zu einem vorgegebenen e> 0 gibt es wegen der gleichmäßigen Stetigkeit des Kernes 
K(s, t) ein ö, so daß 


€ 
Ks, - Kahl < E 


für |sı — 82] < d und jedes 2e [0, 1] ist. Dann gilt 
1 
ya) — Asa) — Kst) — Ks, 1) Iali)| dE <e 


für alle betrachteten Funktionen y(s), wenn |s, — s,| < ö ist, was zu zeigen war. 
Wegen des Satzes von ARzsrA ist die Menge {y(s)} mit der Metrik des Raumes C’[0, 1] 
kompakt, und die Vollstetigkeit des Operators A ist bewiesen. 


Hilfssatz. Wenn die Folge {x} schwach gegen x, konvergiert und kompakt 
ist, dann konvergiert sie siark gegen %y. 
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Ist das nicht der Fall, so gibt es eine Zahl e, > 0 und eine unbeschränkt 

wachsende Folge von Indizes n,, Ra, . - -, N, - . -, so daß 

&n. — zoll = & 
ist. Da die Folge {x,,} kompakt ist, enthält sie eine stark gegen ein Element u, 
konvergierende Teilfolge an Erst recht konvergiert schwach {z,,,} — %. Da 
gleichzeitig schwach x,,, —— x, konvergiert, ist u, = 2%. 

Wir erhalten einerseits 
&ne; u %o|| = 8» 
aber andererseits 

|&ns; > zoll —®. 
Dieser Widerspruch beweist den Hilfssatz. 


Satz 1. Ein vollstetiger Operator A bildet eine schwach konvergente Folge in 
eine stark konvergente ab. 

Eine Folge {x„} konvergiere schwach gegen x,. Dann sind die Normen der 
Elemente dieser Folge beschränkt, und {x,} wird als beschränkte Folge vom 
Operator A in eine kompakte Folge {y„}, 4%, = A %,, abgebildet. 

Andersereits ist nach Satz 6, $4, Kapitel IV, 

„YA An: 
Der Hilfssatz besagt dann y,— %, und der Satz ist bewiesen. 

A sei ein vollstetiger Operator, der den unendlichdimensionalen BAwAcH- 
Raum E in sich abbildet und B ein beliebiger, im selben Raum wirkender 
linearer Operator. Dann sind AB und BA vollstetige Operatoren. 

Der Operator B bildet nämlich jede beschränkte Menge M c E in eine be- 
schränkte Menge B(M) ab, und diese Menge wird vom Operator A in eine 
kompakte Menge A(B(M)) abgebildet. Folglich führt der Operator AB jede 
beschränkte Menge in eine kompakte über und ist deshalb vollstetig. 

Analog wird die Vollstetigkeit von BA bewiesen. 

Der Einheitsoperator / ist nicht vollstetig, deshalb folgt daraus insbesondere, 
daß ein vollstetiger Operator A keinen beschränkten inversen Operator A! 
besitzen kann. 

Schließlich sieht man ohne weiteres die Vollstetigkeit vona A-+- PB, falls 
A und B vollstetig sind. 


Satz 2. Wenn eine Folge vollstetiger Operatoren { A„}, die einen Raum E, 
in einen vollständigen Raum E,, abbilden, gleichmäßig gegen einen Operator A 
konvergiert, d.h. ||4„ — A||— 0, so ist auch A ein vollstetiger Operator. 


. Es muß gezeigt werden, daß A jede beschränkte Menge des Raumes E, in 
eine kompakte Menge des Raumes E, abbildet. 

Es sei M eine beschränkte Menge des Raumes Z, und r eine solche Kon- 
stante, daß ||e|| <r für jedes xe M ist. Zu einem gegebenen e > 0 gibt es 
ein n, mit 


An, az All Sg 
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Es sei AIM) = K und A, (M) = N. Die Menge N ist ein e-Netz für K. Nimmt 
man nämlich für ein beliebiges ye K eines der Urbilder ze M und setzt 
Y— An, ® € N, so erhält man 


lv — soll = IA® — 4, el A 4] el <—-r=e- 


Da andererseits wegen der Vollstetigkeit von A,, und der Beschränktheit von M 
die Menge N kompakt ist, besitzt K zu beliebigem e > 0 ein kompaktes 
e-Netz und ist deshalb selbst kompakt. Somit überführt der Operator A jede 
beschränkte Menge in eine kompakte und ist damit vollstetig, der Satz dem- 
zufolge bewiesen. 


Beispiel. Wenn E,= E, = L,[0, 1] ist, so ist: der Operator 


1 11 
Az=ys)=[Klst)af)d mit S[[Kist)dedt < 
ö 68 


vollstetig. j 
Wir setzen zuerst voraus, daß K(s,t) ein stetiger Kern ist. M sei eine beschränkte 
Menge aus L,[0, 1] und, für alle x{f) &e M sei 


1 
ft) dzr?. 
0 
Nun betrachten wir die Menge der Funktionen 


y(s) = f Kis,t)at)d, al)eM, 
o ; 


und beweisen, daß die y(s) gleichmäßig beschränkt und gleichgradig stetig sind. Hieraus 
folgt dann die Kompaktheit der Menge {y(s)} im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz 
und erst recht im Sinne der Konvergenz im Mittel. 

Wir haben 
1 


1 1 1/2 1/2 
f Kt) xt) a <( f IK, HR a) | f =) a) <Kr, 
0 1) 0 


wo K = max |K(s,t)| gesetzt ist. Folglich sind die Funktionen y(s) gleichmäßig be- 
8,0 
schränkt. Ferner ist 


1 1/2 1 
Iu(lsı) —- Ys)] = (4 [K(s, 8) — Ki, HP 0) ({ a») a) <e 


für Is, — 5] < 6, wo ö so gewählt ist, daß 


ya) = 


IK) — Ki 01 <-- 


für Is, — s| <ö ist. Die Abschätzung |y(s,) — y(s;)| < & hängt weder von der Lage von 
57 8 auf [0, 1] noch von der Wahl von y(s) ab. Folglich sind die y(s) gleichgradig stetig. 

Im Falle eines stetigen Kernes ist somit der Operator 4 vollstetig. Es sei jetzt K(s,t) 
ein beliebiger quadratisch integrierbarer Kern. Wir wählen eine Folge stetiger Kerne 
{Kz(s £)}, die im Mittel gegen K(s,t) konvergiert, d.h. eine Folge, so daß 


ı 1 
S fIRe nr) — Kuls $)]? ds di > 0 für no. 
j 06 
Man setzt 
1 
[ Kuls 9 zit) di = 
{1} ; 


$ 1. Vollstetige Operatoren - 183 


Es ist nun 
1 1 1 2% 1/2 
Id © — An all -(/ 5 Ks, t) at) dt [ Kult) <{t) «| “) 
0 L0 ö 
ır ı 2.172 
-(/ ji (Ks, ) — K,(8,9)) xt) «| a) 
0 0 
ırı 1 1/2 
<(f if (Kst) — Kr)? di [ a) «| ie) 
0 Lo N 
ı 1 12 
| | = S (Kst) — Kula,1))” ds “) Ileil- 
Folglich gilt 3» 


II — Als), SS (Ken - Ku }tdodt) , 


woraus sich ergibt, daß || A — 4,||>0 fürn — . Da alle A, vollstetig sind, ist nach 
Satz 2 auch A vollstetig. 


Bemerkung. Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge { A„} voll- 
stetiger Operatoren braucht nicht vollstelig zu sein. In einem unendlichdimen- 
sionalen Banach-Raum E mit der Basis {e,} betrachten wir die durch die 
Gleichung 


= 5 & 
i=1 
für 


oo 
= Ne 
i=1 


gegebenen Operatoren S,. Der Operator 8, überführt Z in den endlichdimen- 
sionalen Raum E, und ist damit vollstetig. Bei n —> oo konvergiert die Folge 
der Operatoren 8, punktweise gegen den Einheitsoperator I, der nicht voll- 
stetig ist. 


Satz 3. Der Weriebereich eines volisteligen Operators ist separabel. 


Beweis. Es sei X, das Bild der Kugel ||x|| < rn. Da A vollstetig ist, ist 

K,„ kompakt und folglich auch eine separable Menge (siehe 8.158). 7’, sei eine 
oo 

in K,„ liegende abzaulbane überall dichte Menge. Da K = |) K,„ der Werte- 


nl 
bereich von A ist, so wird v T,„ eine in K abzählbare überall dichte Menge, was 


zu beweisen war. n=1 


Satz 4 Wenn A ein vollsteiiger Operator ist, der E, in E, abbildet, so ist der 
adjungierte Operator A* aus (E} — Ey) ebenfalls vollsteig. 


Es genügt zu zeigen, daß das Bild A *(87) der Einheitskugel 8; des Raumes E/ 
kompakt ist. a 
Wir untersuchen das Bild A($,) der abgeschlossenen Einheitskugel des 


Raumes E,. Da A vollstetig ist, ist A($,) eine kompakte Menge. Auf dieser 
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Menge betrachten wir die zu 8) gehörigen linearen Funktionale genauer. Wenn 


Je 87, ye A($,) ist, so gilt 

Kai seAAellsIAlAllells All 
wegen ||/|| = 1, ||e|| < 1. Daher sind die Funktionale aus 8% auf A(S,) gleich- 
mäßig beschränkt. Ferner ist für 9, ys € A(8,), fe S, 


Fa) —fWe)| = Fr — u) S ||| — Bell S I|vı — Yo 


’ 


und folglich sind auf A($,) die Funktionale aus $/ gleichgradig stetig. Die 
Verallgemeinerung des Satzes von Arzurk (Kapitel V, S. 166) bestätigt die 


Kompaktheit der Menge 8, im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz auf 4(S,). 

Wir untersuchen nun eine beliebige Folge {A* fn} c A*(8/). Da die Menge 87 
kompakt ist, kann man aus der Folge {f„} eine gleichmäßig auf A(S,) konver- 
gente Teilfolge {f,,} herausgreifen: 


un (A x) A 2)| — 0 


für 9,0; — ©. 
Es ist jedoch 


CeSr TEeSy . 

Daher konvergiert die Folge {A* f,} im Raum E£ stark, und die Kompakt- 
heit von A*F(87) ist gezeigt. 

Die Approximation eines volistetigen Operators im BanacH-Baum mit Basis 
dureh endlichdimensionale Operatoren. Wir untersuchen einen vollstetigen Ope- 
rator A,der einen BANAcH-Raum E mit Basis in sich abbildet. 8 sei die Einheits- 
kugel dieses Raumes und K die Gesamtheit der Elemente der Form y= Ax 
mitxeS. Wegen der Vollstetigkeit von A ist K eine kompakte Menge. Dann 
gibt es nach Satz 3, $2, Kapitel V, zu einem beliebigen e> 0 ein n = nie) 
mit ||R„y!| <e für alle ye K. 

Für dieses feste n erhalten wir 

Ax=y=S,y+R,y=S.Ax) + R,Ar)=Axr-+ Ar. 


A, und A, sind lineare Operatoren. Setzen wir 
oo 


yz=3me; 
i=1l 


\ 


so wird 
N 
A=d,y- 36%; 
i=1 


woraus hervorgeht, daß der Operator A, endlichdimensional in dem Sinne ist, 
daß für jedes x das Element A,x dem durch die Elemente &, &,..., &%, be- 
stimmten endlichdimensionalen Unterraum angehört. Ferner ist 


sup ||A, @|| = sup ||, y|| <e 
zes yeE 
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mit der Folgerung 
\ IAsll<e- 


Der vollstetige Operator A ist also die Summe zweier Operatoren, von denen 
einer endlichdimensional, die Norm des anderen jedoch nicht größer als eine 
beliebig klein vorgebbare Zahl ist. Bisweilen sagt man deshalb auch, die voll- 
stetigen Operatoren in einem Raum mit Basis seien fast endlichdimensional. 


$ 2. Lineare Operatorgleichungen mit vollstetigen Operatoren 


"In diesem Paragraphen betrachten wir lineare Operatorgleichungen mit 
vollstetigen Operatoren. Wie F. Rızsz gezeigt hat, lassen sich die grund- . 
legenden Ergebnisse der Theorie der Frwpuormschen Integralgleichungen auf 
solche Gleichungen übertragen. 


Zwei Hilfssätze. A sei ein den BanacH-Raum E in sich überführender voll- 
stetiger Operator. Wir untersuchen die Gleichung 


Ax-ı=y () 
oder 
Ta=y (V’) 
mit T=A—I. Zusammen mit Gleichung (1) betrachten wir die Gleichung 
ArS=-/=I (2) 
oder ; 
T*j=9, 2) 


wobei A* der zu A adjungierte und im Raum E* wirkende Operator ist. Wie 
gezeigt, ist auch A* ein vollstetiger Operator. 


 Hilfssatz 1. N sei das Radıkal des Operators T, d.h. der Raum der Ele- 
mentex mit Tx=0. Dann ist N ein endlichdimensionaler Unierraum des 
Raumes E. j 


M sei eine beschränkte Menge aus N. Für beliebiges ze Nhatman Ar =, 
d.h., der Operator A läßt die Elemente des Teilraumes N invariant, und ins- 
besondere geht die Menge M in sich über. Andererseits führt A als vollstetiger 
Operator M in eine kompakte Menge über. Folglich ist jede beschränkte Menge 
McN kompakt. Nach Satz 4, $2, Kapitel V, folgt daraus, daß der Unter- 
raum N endlichdimensional ist. 


Bemerkung. Die Elemente des Unterraumes N sind Eigenelemente des 
Operators A, sie entsprechen dem Eigenwert A, = 1. Die Formulierung und 
der Beweis des Satzes bleiben gültig, wenn 1 durch einen beliebigen anderen 
Eigenwert A & 0 ersetzt wird. Damit haben wir bewiesen, daß ein vollstetiger 
Operator A nur endlich viele linear. unabhängige Bigenvektoren besitzen kann, 
die ein und demselben Eigenwert entsprechen. 


13 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 


186 Kapitel VI. Vollstetige Operatoren 


Hilfssatz 2. Es sei L= T(E),d.h., L sei die Gesamtheit der Elemente ye E, 
die in der Form y = Ax — x dargestellt werden können. Dann ist L ein Unter- 
raum. 

Offensichtlich ist L eine lineare Mannigfaltigkeit. Man braucht nur die 
Abgeschlossenheit von L zu zeigen. 

Wir zeigen zuerst, daß eine nur von A abhängige Konstante « existiert, so 
daß, wenn die Gleichung 


Tı=y ) 
lösbar ist, mindestens.eine ihrer Lösungen die Ungleichung 
el = « |lpll (8) 


erfüllt. 
x, sei eine der Lösungen von Gleichung (1’). Dann hat jede andere Lösung 
dieser Gleichung die Form 
t=%Tt2; 


hierbei ist z Lösung der homogenen Gleichung 


Ta) —0. (1*) 
Wir untersuchen das Funktional 
pe) = ||%o + 2]. 
Das ist ein nach unten beschränktes stetiges Funktional. Es sei 
d = inf o(z) 
und {z„}c N eine Minimalfolge, d.h. 
Yan) = ||to + Zu|| > @. (4) 


Die Folge {||®, + 2.||} ist als konvergente Folge beschränkt. Dann ist aber 
auch die Folge {||2„||} beschränkt wegen 


IIzull = Ian + 20) — zoll S In + zoll + Ieoll - 
Also ist {2} eine beschränkte Folge eines endlichdimensionalen Raumes, 
und man kann aus ihr eine konvergente Teilfoige auswählen. Lassen wir, 


falls nötig, überflüssige Glieder der Folge {z„} weg, so können wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit schreiben: z,— z,. Dann gilt 


Plzn) > Pl2o) - (8) 
Aus (4) und (5) folgt 
oz) = ||to + Zol] = @- 


Folglich gibt es im Falle der Lösbarkeit der Gleichung (1’) immer eine Lösung 


: =. +% 

mit minimaler Norm. 
Für dieses Element gilt, wie wir zeigen werden, die Ungleichung (3). Das 

Verhältnis 

il 


Iyıl 
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möge nicht beschränkt sein. Dann existieren Folgen y, und %, mit 

nl 

> 

IgmIl 
Da zu Ay, offenbar die minimale Lösung A%, gehört, können wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit ||e,|| = 1 schreiben, d.h. ||y„|| > 0. Wegen der 
Beschränktheit der Folge {x,} und der Vollstetigkeit des Operators A ist die 
Folge {A &,} kompakt und enthält folglich eine konvergente Teilfolge. Wieder- 
um ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man 


Am—5, (6) 
schreiben. Wegen 
&n = A En — Yn 


wird nun 
En > % 
und folglich 
Am—>AR. (7) 
Aus (6) und (7) folgt 
A %o Ze % » 


d.h.x,e N. Da nun die Norm der Lösung &, minimal war, ist im Widerspruch 
zur Konvergenz von {%,} gegen %, 


-%|| > ||| =1. 


Somit ist . | beschränkt, und bei & = sup Il ist die behauptete Unglei- 


chung bewiesen. 
Es sei nun eine gegen y, konvergente Folge {y„}cL Bazeber Nötigenfalls 
durch Übergang zu einer Teilfolge kann man 


1 
s |[Yn 3 Yoll = In+1 
bewirken, woraus sich i 
Ilyn+ı — Yall <m 
ergibt. x, sei eine minimale Lösung der Gleichung 7’ = yunda„n=1,2,..., 
eine minimale Lösung der Gleichung 


Tx= Yn+ı — Yn- 
Dann gilt 


ll za Iyn-+ı == Yn|| <a: 


oo { 
Aus dieser Abschätzung ist die Konvergenz der Reihe x, zu entnehmen. 


Ist & die Summe dieser Reihe, so wird _ nz 
N R 
Tiı= (tim E ) Im 3 Tı 
n k=0 n k=0 


N 
= lim B + 2% er — 2] =limy4ı=%» 
R% k=1 n 
und wir erhalten y, eL. 


13* 
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Der Hilfssatz ist damit vollständig bewiesen. 
Satz 1. Die Gleichung (1’) ist bei gegebenem y e E genau dann lösbar, wenn 
fiy) = 0 ist für jedes lineare Funktional f mit A*f—f=V0. 
Notwendigkeit. Die Gleichung 
Ax-ı=y 
sei lösbar, d. h., y habe die Form 
y=-4A —% 
mit x, € E. Wir nehmen ein lineares Funktional f mit A*f— f=0. Dann ist 
fo) = FA. — 2) = FAR) Sa) = Ar SE) Sa) = AT Nm—0. 
Damit ist die Notwendigkeit bewiesen. 
Hinlänglichkeit. Wir zeigen, daß unter den Voraussetzungen des Satzes 
yeL=T(E) ist. Das Gegenteil sei vorausgesetzt, d.h. y&_L. Wegen der 
Abgeschlossenheit von L hat y von Z einen Abstand d > 0, und als Folge des 


Satzes von BAnAcH-HAnHN existiert ein lineares Funktional f, mit fu(y) = 1 
und fo(2) = 0 bei beliebigem 2 e L. Die letzte Gleichung bedeutet 


„Az —-2)=(A*f -J)r= 0 


Ar —f=0. 


Wir gelangen zu einem Widerspruch, da einerseits nach Konstruktion fu(y) = 1, 
jedoch andererseits nach Voraussetzung fu(y) = 0 ist. Folglich muß y e Z sein, 
und damit ist die Hinlänglichkeit bewiesen. 

Bemerkung. Hat die Gleichung 7 x = y die Eigenschaft, lösbar zu sein, 
wenn f(y) = 0 ist für jedes f mit T* f= 0, so heißt sie normal lösbar. Mit dem 
vorigen Satz wurde im Grunde genommen bewiesen, daß für die normale Lös- 
barkeit der Gleichung T x = y die Abgeschlossenheit von L—= T(E) hinreichend 
ist. Diese Bedingung ist auch notwendig (s. [10]). 

: Folgerung. Wenn die konjugierte homogene Gleichung 


arf—j=0 


für allexe E,d.h. 


nur die Nullösung f = 0 besitzt, so ist die Gleichung 


Ax—-ı=y 
bei beliebiger rechter Seite lösbar. 

Satz 2. Gleichung (2) ist bei gegebenem g € E* genau dann lösbar, wenn für 
ein beliebiges Element ze E mit 
Ax—ı=0 (1**) 
g(&) = 0 ist. 

Die Notwendigkeit folgt in offensichtlicher Weise aus der Gleichung 


ga)=(ArF—- Ne=fAr)=0. 


82. Lineare Operatorgleiehungen mit vollstetigen Operatoren 189 


Wir. zeigen die Hinlänglichkeit. 
Auf dem Unterraum L definieren wir das Funktional fa) ) vermittels der 
Gleichung 


I) = 
x ist eines der Urbilder des Elementes y bei der Abbildung T(d.h.Ax — x =y). 
Unter den Voraussetzungen des Satzes ist die Definition des Funktionals ein-. 
deutig; denn ist u ein anderes Urbild desselben Elementes y, so gilt 

Ax—- x=Au-—wu, 
Alk—-u)-(e—-W=0, 
ga —u)=P0, 
ga) = alu) . 
Die Additivität und Homogenität des Funktionals f läßt sich ohne Schwierig- 

keit nachweisen, seine Beschränktheit wird im folgenden bewiesen. Wie beim 


Beweis von Hilfssatz 2 hergeleitet wurde, gilt für mindestens eines der Ur- 
bilder x des Elementes y die Ungleichung 


else el - 


Kal = sel = Ilell Tell = Ilall a IIoll » 


und f, ist beschränkt. /, wird nach dem Satz von BanacH-HaHn auf den 
ganzen Raum fortgesetzt. Wir erhalten ein lineares Funktional f mit 


JAe-2)=fy) =) = ge) 


A’F—-Ne= le), 
d.h. eine Lösung der Gleichung (2). 


Dann ist 


oder 


Folgerung. Wenn die Gleichung Ax — x=0 nur die Nullösung <=06. 
besitzt, ist die Gleichung A* f — f = 9 bei beliebiger rechter Seite g lösbar. 


Bisher untersuchten wir den Zusammenhang zwischen den gegebenen und 
den konjügierten Gleichungen. Wir zeigen jetzt, daß zwischen der Lösbarkeit 
der homogenen und inhomogenen Gleichungen in ein und demselben Raum 
auch ein enger Zusammenhang besteht. 


Satz 3. Die Gleichung 
Az—ı=y, (1) 
worin A ein vollstetiger Operator ist, der den BanacH-Raum E in sich abbildet, 
ist genau dann bei beliebigem y lösbar, wenn die zugehörige homogene Gleichung 
Az —-2—=0 2: (1**) 
nur die iriviale Lösung x — 0 hat. In diesem. Falle ist die Lösung von (1) eindeutig 
definiert, und der Operator 
T=4A-I 
besitzt eine beschränkte Inverse. 
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Notwendigkeit. Wir bezeichnen mit N, das Radikal des Operators 7*. 
Aus Tr x =0 folgt Tel x = 0, d. h. N; c Nr. 
Die Gleichung 
Ax—2.=y 
sei bei beliebigem y lösbar, und wir nehmen an, die homogene Gleichung 
j Ax—z=0 
besitze eine von Null verschiedene Lösung z,. x, sei eine Lösung der Gleichung 
Ax—x=x, und allgemein x,,, eine Lösung von 
Ac-ı=-%; k=12,83;.:4, 
Es ergibt sich 
Tu = %_; T:a=%_,.., 7! = =#+0 


und gleichzeitig 
Fa=-Tı=0. 


Infolgedessen ist x, € N,, aber x, € N,_,, d. h., jeder Unterraum N,._, ist echt 
im folgenden N, enthalten. Dann gibt es nach dem Hilfssatz von $ 2, Kapitel II, 
im Unterraum N, ein Element y, mit der Norm Eins und 
a 

Ir -2|25 
für beliebiges x e N,_,. Wir untersuchen {A y,}. Diese Folge ist kompakt, 
da |y.|| = 1 und A ein vollständiger Operator ist. Andererseits mögen y, und 
Y, zwei solche Elemente mit p > g sein. Wegen 

Pry+T%-TW)=Trty+P7,—-Ty,=0 
ist 
YytrTp— TyeN,-ı 
und deshalb 
1 


Mw-Ayul=- %»-ut+T%»-Twl>y- 


Dieser Widerspruch rührt von der Annahme her, daß die Lösbarkeit der Glei- 
chung (1) mit der Existenz einer nichttrivialen Lösung von (1’) verträglich ist. 

Hinlänglichkeit. Die- Gleichung (1*) besitze nur die triviale Lösung. 
Nach der Folgerung aus Satz 2 ist dann die Gleichung 


Arf—f=g (2) 
bei beliebiger rechter Seite lösbar. Da auch A * vollstetig ist und E* ein BANAcH- 


Raum, kann man auf Gleichung (2) den soeben bewiesenen notwendigen Teil 
dieses Satzes anwenden, und die Gleichung 


A*rf—f=0 - (2*) 


besitzt nur die Nullösung. Dann ist aber Gleichung (1) nach der Folgerung aus 
Satz 1 bei beliebigem % lösbar. Damit ist die Hinlänglichkeit bewiesen. 
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Wegen der eindeutigen Lösbarkeit der Gleichung (1) unter den Voraussetzun- 
gen des Satzes existiert der zum Operator A — I inverse Operator 
T=(A —- I. 
Wegen der Eindeutigkeit ist die einzige Lösung gleichzeitig auch die minimale 
und daher 
| ‚ta — N" ylls elle. 
Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 
Satz 4. Die Gleichungen 
' Ax—x=0 (1*) 
und 
Aa*rf-f=0 (2*) 
mit den vollstetigen Operatoren A und A*, die den BawacH-Raum E (bzw. E*) 
in sich abbilden, haben die gleiche Anzahl linear unabhängiger Lösungen. 


%, %pp +, In Bei eine Basis des Lösungsraumes N von (1*) und ff» - +» /m 
eine des Lösungsraumes von (2*). 
Wir konstruieren ein System von zu 2,2% . - -, %, biorthogonalen Funktiona- 
len 9, 9% - - m, d. h., es gilt 
9) =, ,j3j=123.-..,%, 
und ein System zu fu fa - -» fm biorthogonaler Elemente z,, 2, . - ., 2m. % sei 


kleiner als m. Wir untersuchen den Operator 
NR 
Uxe=Axr + N ol). 
i-1 
Er ist als Summe eines vollstetigen und eines endlichdimensionalen Operators 
vollstetig. Wir behaupten, die Gleichung 
Ur —-=0 
besitze nur die Nullösung. x, sei eine Lösung der Gleichung. Dann ist 
Us —-%)=0; k=12,...,m, 
oder 
n 
2 (4 8-0 + 2 pie) ) =0 
i= 
und daher 
N 
(A® fü — Fi) %o +2 Pilz) ua) = 0. 
1. 
Folglich ist unter Berücksichtigung der Biorthogonalität von {fh} und {z,} 
Hr) =ıd; k=1,2,...,,n nm<m). 
Deshalb wird Ux, = A x, und x, genügt der Gleichung 
AU -=0: 
Da x,€ N und {z,} eine Basis in N ist, wird 


N 
% = PM? X. 
i=1 
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Nun ist & = 9,(x,) = 0. Daher wird x, = 0, was zu beweisen war. 
Da die Gleichung 
Ux—ı=0 
nur die Nullösung besitzt, ist die Gleichung . 
Ux—-ı=y 
bei beliebiger rechter Seite lösbar, insbesondere bei y = 2.1. 
Mit x’ als Lösung dieser Gleichung ist einerseits wie oben 


In &n+1) = In+ı (4 "—X+ 2 Pl) ) 


= (A*farı — nr) X er en pr) nrı (a) = 0: 


andererseits nach Konstruktion f,,1(9+1) = 1. Der erhaltene Widerspruch 
beweist die Unmöglichkeit der Ungleichung n < m. 

Wir nehmen umgekehrt m = n an und untersuchen im Raum E* den‘ Ope- 
 rator 


Urf=Arf+ Zi) Me. 


Dieser Operator (m < n berücksichtigt) ist adjungiert zum Operator U, in 
dem n durch m ersetzt ist. 
Auch für den Operator U* hat die leiehäng 


U*rf-f=0 
nur die triviale Lösung. Für alek=1,2,...,n ergibt sich 
Wer Nm Ars Nm + EN) pa) 
- fan m) + fa) = fl) .® 


Wenn f, eine Lösung der Gleichung U*rf—-f=0 ist, ergibt (8) fol) = 0, 
k=1,2,...,m. Folglich ist U*f, = A*f, und f, ist Lösung der Gleichung 
A*f—f= 0, wonach dann 


m 
J = Eat = Ehkh=0 er 
wird. Wegen der Vollstetigkeit des Operators U * ist die Gleichung 
uUrf—f/=g 


nach Satz 3 bei beliebigem g, insbesondere beig = @,,;., lösbar. Es wird einer- 
seits mit f’ als Lösung jener a, 


Pm+1&m+ı) = (ORT: ff) m+1l — Ar —-)# mt + Zre ) Pl Im) 


= (A amyı — Ym+ı) = 0 ’ 
andererseits ist @yn+1l&a41) = 1- 
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- Der entstandene Widerspruch beweist die Unhaltbarkeit der Ungleichung 
m <.n. Folglich ist m = n, und damit ist der Satz bewiesen. 

Die Zusammenfassung der Resultate der Sätze 1—4 erlaubt die folgende 
Aussage, die die bekannten FREDHoLMschen Sätze aus der Theorie der linearen 
Integralgleichungen auf Gleichungen mit vollstetigen Operatoren erweitert. 

. Gegeben sind die Gleichungen 
Ax—-x=y ) 
und 

Arf—f=9. 6) 
Aist hierbeiein aufdem Banaca-Raum E wirkender vollstetiger linearer Operator, 
A* der auf dem konjugierten Raum £* wirkende adjungierte Operator. Dann 
haben entweder die Gleichungen (1).und (2) bei beliebigen rechten Seiten Lösun- 
gen, und die homogenen Gleichungen 


Arx—ı=0, (I) 
A*f—[=0 @*) 


besitzen nur die Nullösungen, oder die homogenen Gleichungen haben die glei- 
che endliche Anzahl von linear unabhängigen Lösungen 


% 5 Fels 
In diesem Falle ist für die Lösbarkeit von Gleichung (1) (bzw. (2)) notwondig 
und hinreichend E 
fa) =®; i=1,2,...,n, 
(bzw. ge) = 0,4=1,2,...,” 
Die allgemeine Lösung von (1) hat dann die Form 


NR 
en, tum. 
i=1 


x, ist eine Partikulärlösung von (l), a,0,...,0, sind beliebige Konstanten, 
Autepechend hat die allgemeine von (2) das Aussehen 
sed 2 Afı- 


f, ist Partikulärlösung von (2), A,, A, - - ., A, sind wiederum beliebige Konstan- 
ten. 


‘ Ein genaueres Studium der Gleichung (1) führt uns zu folgenden Resultaten. L, be- 
zeichne den Wertebereich des Operators 


k 
TE = (A — DE = Ab (ar Het Yer=-4 (A-D, 
A, ist wiederum ein vollstetiger Operator. 
Nach Hilfssatz 2 ist jedes Z, ein Unterraum. Ist ye Z,, so folgt 
y= Ta = Tk-1(Ta) = Tk-1z, 


d.h. ye Ex—ı, und folglich bilden die Unterräume L, eine fallende Folge. N, bezeichnet 
das Radikal des Operators T#. 
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Satz 5. Unter den Unterräumen L, und genauso unter den N, befinden sich nur endlich 
viel verschiedene. 

Wir beweisen. vorbereitend, daß aus LI, = Im+ı folgt I. = L; für alle k > m. Mit 
einem beliebigen Element y € „+1 erhalten. wir 

y— Tate = T(T®%,). 
Wegen Ly = Im+ı läßt sich ein Element x’ finden, so daß gilt 
Tg — mtl gr. 
Das ergibt 
y=T(Trxo)=T(Temtla) = Tmt2gr, 

d.h. ye Im+2. Danach wird 

Lm E27 Im+i1 
und analog 

Lm-+3 —_ Lm-+2s .... 


Wir nehmen nun an, es wäre für jedes n entgegen der Behauptung L, = In+ı. Wegen 
In+i © In gibt es nach dem Hilfssatz von $ 2, Kapitel II, in Z, ein x„, dessen Norm Eins 
ist und das für alle ye In+ı 


1 
| In - vl 25 
befriedigt. = 


Die Folge {x„} gehört der Einheitskugel des Raumes Z an, und deshalb muß die Folge 
{A 2,} kompakt sein. Andererseits gelangen wir zu 


Am — Amp = En — Tan — into + T &ntp = En — (T &n + Inıp — T mtr): 
Es gilt . 

j y=Tay + +2 — T am+p € In+ı 
wegen 
: T 2, = T(T® a) = Trti ge Inyı, n+p € In+p < In+ı 
und 


T £n+p € Intp+ı C Intı - 
Die Konstruktion der Folge {x„} hat dann zur Folge u 
> 
und damit wäre die Folge {A x,} nicht kompakt. Der sich ergebende Widerspruch be- 


weist den ersten Teil des Satzes. Analog wird der zweite Teil bewiesen (was im wesent- 
lichen schon beim Beweis von Satz 3 getan wurde). 


NA — 4A n+pl| = | - yl zZ 


Satz 6. Zu einem beliebigen vollsietigen Operator A existiert eine Zerlegung des Raumes E 
in eine direkte Summe von Unterräumen U und V 


E=U®V, (9) 
wobei 


1. der Teilraum V endlichdimensional ist; 

2. der Operator A — I umkehrbar eindeutig U auf sich und V in sich abbildet; 

3. der Operator A eine Darsiellung in Form einer Summe zweier Operatoren A, und A, 
A=4,+&, (10) 


erlaubt, wobei A, und A, vollstetige lineare Operatoren sind; sie bilden B in U bzw. E in V 
ab; der Operator A,, — I ist invertierbar, und es gili 


Az AAO. 
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» sei die kleinste natürliche Zahl» mit L, = Inzı. Es sei U=L, V = N,. Früher 
wurde. gezeigt: U und V sind Unterräume. Wegen 7” = + (4, — I), wobei A, vollstetig 
ist, ist auf Grund des Hilfssatzes 1 das Radikal N, des Operators A, — I,d.h. V, endlich- 
dimensional. 

Es seien ze Uundy=Tx. Wegen ve _L, existiert ein Element x’ e E mit x = T’ ar. 
Dann wird 

y=Tıe=TtlceLhyhu=L=TU, 
und damit gehören die Bilder der Elemente des Unterraumes U demselben Unterraum an. 
Es sei nun y ein beliebiges Element. aus U: 


yeU=L,= Li: 
Es gibt ein Element x’ e E mit‘ 
y=-T1#=-TTPe)=-Te, 
wobei 
«= Tel, =U 
ist. Folglich ist jedes Element y e U das Bild eines Elementes x e U, und der Operator T 
bildet U auf U ab. 

Hieraus folgen nach Satz 3 die Eineindeutigkeit der Abbildung 7x = y, ze TUT, und die 
Existenz eines beschränkten Operators, der invers zum nur auf den Elementen des Teil- 
raumes U betrachteten Operator 7 ist. 

zeV=N, bedeutet ”x==0 oder P-1(Tx)=0. Also ist TreN,-ıcN,„ und 
demzufolge bildet der Operator T V in sich ab. 

Nun läßt sich unschwer Gleichung (9) herleiten. 7’, sei der auf U eingeschränkte Ope- 
rator T. Er besitzt eine Inverse. Für beliebiges ze E setzen wir = T7’T’x und 
v»=x— u. Offenbar ist ve U. Ferner ist wegen 

Teoe=Txiı-TPu=0 
vEeV. 
Wenn jetzt 
z=uH4V 

eine andere Darstellung des Elementes ze E mit we U und De V ist, erhalten wir 

Pz-P4 -+VPi=Puü (11) 
und damit 73 =0. Wegen #e U kommen wir mit Gleichung (11) zu 

aä=-T7 Tü=-T7 Te, 


und die Eindeutigkeit der Darstellung ist gezeigt. 
Die Linearität der Operatoren 7’ und 77! ergibt 


si = IT’ Tale |ell 
und 
vis o Ile. 


Die Operatoren A, und A, werden für beliebiges x e Z folgendermaßen definiert: 
A,c= Au, A,2e= Av. 
Speziell ist A,v = A,u = 0. Wegen 
A,„,e=Tu+tu und 4A,2=TeHtv 


folgt aus den früher bewiesenen Beziehungen TU) = U und T(NcV, AueU und 
4veV. Die Operatoren A, und A, bilden Ein U bzw. V ab. Es gilt 


a) A, und A, sind lineare beschränkte Operatoren, 
b)A=Au+ 40; 
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%) Au (A,r) = 4,(A,u)=0, 


d) A, ist ein vollstetiger Operator, da er den Raum Z in einen endlichdimensionalen 
Teilraum V abbildet, dann ist aber auch A, ein vollstetiger Operator. 


Wir betrachten schließlich die Gleichung j E 
Aue 2z=y=uHto. (12) 
Auf Grund der Umkehrbarkeit auf u vnT= 4 —I existiert eine Lösung x’ der Glei- 


‘chung 


As-z=u. 
Mit x, = x, — v erhalten wir 
4, 9-9 =, -)- un tV=- A, - u tr=uti=y, 
und demnach ist Gleichung (12) immer lösbar. Deswegen besitzt der Operator A, — I 
nach Satz 3 eine beschränkte Inverse. Der Beweis des Satzes ist damit abgeschlossen. 


Zum Abschluß dieses Paragraphen betrachten wir DEERUSUESDBENBIEN 
Gleichungen. Da die Gleichung 


Ax—-As=y,. A=0, ni (4) 
in der Form : 
1. 1 


74er -.=-7Y 


I co ei 
geschrieben werden kann und 4 zusammen mit 4 vollstetig ist, bleibt der 


für Gleichung (1) bewiesene Satz für Gleichung (1,) gültig. 
Satz 3 ergibt, daß bei gegebenem A == 0 entweder die Gleichung 


Ax—-jiı=y 
bei beliebiger rechter Seite lösbar ist, oder aber die homogene Gleichung 
Ax—/iz=0 


eine nichttriviale Lösung besitzt. Deshalb ist jeder Wert des Parametersi = 0 
entweder regulär oder ein Eigenwert, und andere von Null verschiedene Punkte 
des Spektrums, außer Eigenwerten, besitzt der Operator A nicht). 

Satz 7. Wenn A ein vollsteliger Operator ist, so enthält sein Spektrum eine 
endliche oder abzählbare Menge von Punkten. Alle Eigenwerte liegen im Intervall 
I— ||4!| All, und im Falle eines abzählbaren. Spektrums haben sie A = 0 als 
einzigen Häufungspunkt. 

Wir betrachten den Operator 


T,=A-AlIl. 
Durch Umschreiben des Operators in die Form 
7,= 41-74) 
!) Die Dimension des Radikals des Operators A — AI heißt Vielfachheit des Eigenwer- 


tes A. Aus Hilfssatz 1 folgt, daß alle von Null verschiedenen Eigenwerte eines vollsteti- 
gen Operators eine endliche Vielfachheit besitzen. 
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wird ersichtlich, daß wegen der Resultate von $5, Kap. IL, für 


1 
ztlall<ı 
der Operator 


I-74 


und folglich auch der Operator 7’, eine Inverse besitzt, d. h., das Spektrum des 
Operators A liegt auf [— ||A||, ||A|]]- Es gelte 0 <a <||A||. Zum Abschluß 
des Beweises genügt es zu zeigen, daß nur eine endliche Anzahl von Eigen- 
werten A mit || > «a existieren kann. 


Wir nehmen das Gegenteil an. Dann können wir eine Folge A,,3y . . -, Am - 
verschiedener Eigenwerte mit || > « herausgreifen. x, %% .. ., %, . . . sei die 
diesen Eigenwerten entsprechende Folge von Eigenelementen 

Az, = An En - 

Bei beliebigem % sind die Elemente #,, 23, . . ., 2, linear unabhängig. Das ist 

für k = 1trivial. x, 2, . - -, % seien linear unabhängig. 


Aus der Annahme 
k 


4 = a% (13) 
i=1 
erhalten wir durch Anwendung von A auf beiden Seiten 
k 
Ayrı ptı = zu 8. (14) 


as) und (14) ergeben (wegen },;ı # 0) 


> (1- nn ) =. 
Das ist aber auf Grund der Ungleichung 
% 

Apr 


und der linearen Unabhängigkeit von x, 2, . . -, %; nicht möglich. 
L, sei der von den x, %, . - ., %, erzeugte Teilaum: L,ist ein echter Tebaun 
des Raumes L,,,. Daher et ein Element 


Yazı € Iarı > vr. || —1I 
mit: 


u 


Iyarı — || = 


r2 
für beliebiges x e L,. Wir schätzen ||A ym — A y„|| ab, wobei wir etwa m>n 
voraussetzen. Es ist 


A Ym — A Yn = Am Ym Tan Yım — Am Yn — Tan Yn = An Ymı — & 
mit 
= Yn + Ta, Yun — Ta, Ym- ; 
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Wir bemerken, daß 


m m 
T, Ym = A Ym Am A[2 6) An 264% 
i=1 i=i 


Mm. m m—i 
= Yahoo m a = HK (de — Am) 61%; 
i-1 i=1 i-1 
ist. Deshalb ist T,, Ym € Im_ı. Wegen yn € Inc ImcIn_ı und T,, Yn € In-ı 
CIm-ı wird ze L„_,. Wir setzen =4n%,%9 € D„_,. Dadurch erhalten wir 


Me = I 


Infolgedessen kann weder {A y„} noch irgendeine Teilfolge konvergieren. 
Andererseits ist wegen der Beschränktheit der Menge {y„} die Folge {A y,} 
kompakt und enthält somit eine konvergente Teilfolge. Der erhaltene Wider- 
spruch stellt den Beweis des Satzes dar. 

Satz 7 charakterisiert die agemaunge „Diskretheit‘‘ des Spektrums eines voll- 
stetigen Operators. 


$ 3. Das Scuaupersche Prinzip und seine Anwendungen 


M sei eine Menge des BanacH-Raumes E und A ein im allgemeinen nicht- 
linearer, auf M definierter und diese Menge in sich abbildender Operator. 

Der Operator A heißt kompakt auf der Menge M, wenn er jede beschränkte 
Teilmenge dieser Menge in eine kompakte überführt. Wenn der Operator A 
außerdem stetig auf M ist, werden wir ihn vollstetig auf dieser Menge nennen 
(ist A linear, so fällt diese Definition mit der früheren zusammen). Ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit kann die Menge M im weiteren rel beschränkt 
angesehen werden. 

Für vollstetige Operatoren, die konvexe Bereiche eines BawacH-Raumes in 
sich abbilden, stellte J. ScHAUDER einen Satz auf, der den bekannten Satz von 
BrRouwer über die Existenz eines Fixpunktes bei einer stetigen Abbildung 
eines konvexen Bereiches des »-dimensionalen euklidischen Raumes in sich 
verallgemeinert. Dieser Satz von SCHAUDER besitzt eine Vielzahl von Anwen- 
dungen beim Beweis der Existenz von Lösungen der verschiedensten Gleichun- 
gen. 


Drei Hiltssätze. Zum Beweis des Satzes von SCHAUDER benötigen wir drei 
Hilfssätze. 

Es sei M eine Menge von Elementen des BanAcH-Raumes und { A„} eine Folge 
von im allgemeinen nichtlinearen, auf M definierten Operatoren. Wir sagen, 
diese Folge konvergiere gleichmäßig auf M. gegen einen Operator A,, wenn für 
eine beliebige Zahl & > 0 ein nur von e abhängendes n, existiert mit 


dr — A || <e 
fürn > n, und beliebiges x e M. 
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Hilfssatz 1. Wenn die Folge {A,} von auf M vollsietigen Operatoren auf 
dieser Menge gleichmäßig gegen den Operator A, konvergiert, dann ist auch A, 
vollsteig auf M. 

Zunächst werde die Stetigkeit des Operators A, auf M PERS en) c € gu 
möge gegen x, € M konvergieren. Wir erhalten 


As &m — Av zol| < ||Ao m — An &m|| + ||An m — An &ol| + || Ar % — 4, 8|| - 


Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Operatorenfolge {A„} auf M gegen 
den Operator A, muß für ein gegebenes e > 0 eine ganze Zahl n, existieren, so 
daß beinen, 


€ € 
An m = Arm] <> IAnzo = Anal <y 


wird. Wir fixieren n. 
Wegen der Stetigkeit des Operators A, gibt es ein m, so daß beim=m, . 


An an — Anal < 2 
ist. Dann wird bei m = m, 

||Ao m — As zol| <&; 
d. h., der Operator A, ist stetig. 

Zum Beweis der Kompaktheit des Operators A, müssen wir zeigen, daß die 
Menge A,(M) kompakt ist. 

Für ein gegebenes e > 0 wählen wir n, so aus, daß 

Ar — All <e 
für alle ze M ist. Das kann auf Grund der gleichmäßigen Konvergenz der 
Folge { A„} gegen A, getan werden. Es sei N = A,(M). Die Menge N ist kom- 
pakt und stellt ein e-Netz für die Menge A,(M)) dar (siehe den Beweis des Satzes 2 
von $1). Hieraus folgt, daß A,(M) kompakt ist. 

Somit ist A, ein stetiger und kompakter Operator, und der Hilissatz ist 
bewiesen. 

Hilfssatz 2 (J. ScHAUDER). Jeder auf einer Menge M vollstetige Operator A 
ist auf dieser Menge der Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten Folge { A, } 
vor stetigen endlichdimensionalen Operatoren (die M in einen endlichdimensionalen 
Teilraum des Raumes E abbilden). 

Wegen der Vollstetigkeit des Operators A ist A(M) eine kompakte Menge. 
Wir nehmen eine gegen Null konvergierende Folge positiver Zahlen {e,} und 
konstruieren für jedes % ein &,-Netz 


N, yD,. Ym) 


für die Menge A(M), das aus Punkten dieser Menge besteht. Wir definieren 
auf A(M) den Operator P, durch 


2 u) yP 
il) 0 sense (1) 
> u(y) 
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für ye A(M) und 

fg ee Iv - Pl, wenn |y—yPl| < er, 
BY 0, wenn |y — y®|| > &. 

Gleichung (1) hat für beliebige y € A(M) einen Sinn, denn es sind alle u®(y) 
> 0, und es ist u®(y) > 0 für mindestens ein i. 


Der Operator P,(y) ist stetig auf A(M). Das folgt aus der Stetigkeit der 
Funktionen u®(y). Rune ist auch 


B5 "u ) 


i=1 


‘ eine stetige Funktion von y. Außerdem ist für jedes y € A(M ) = "ul )>0. 
Das ergibt die Stetigkeit des Quotienten. 2: 


A) 


2 uPy) 


und folglich auch die des Ausdruckes 


B3 u) y ‘ 


&n uP(y) 
d.h. des Operators P,(y). Ferner ist 
Mm 
| Ba ur) Ye? & u) (y — yi®) 
i=1 j= ; 
| PA a 7 
= I ll Zu) 
i=1 
u E < Er My = &5 
37, u”y) & 20) 


denn ist für ein i 
u v- Pl, 


so wird der entsprechende Koeffizient u@®(y) gleich Null. 
Wir setzen nun fürze M 


A,x=P,(Az) 
und erhalten eine Folge endlichdimensionaler Operatoren { A,} mit 
Az — Aal = ||A& — P,(As)|| < er 


für jedes xe M. Der Hilfssatz ist damit bewiesen. 
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Bemerkung. Da die Elemente y” der Menge A(M) angehören, so gehören 
die. Werte des im Hilfssatz 2 konstruierten Operators der konvexen Hülle der 
Menge A(M) an. 

Hilfssatz 3. Es sei eine Folge { A„} von auf M vollsteligen Operatoren a M 
gleichmäßig konvergent gegen einen Operator A,. Weiter sei 

K,= AM, n=0,12%.... 
Dann ist die Menge 


kompakt. 

Nach Hilfssatz 1 ist der Operator A, vollstetig. Da die Folge {A,„} gleich- 
mäßig gegen den Operator A, konvergiert, gibt es für beliebiges > 0 und 
yeK,„fürn > n,(e) en we K, mit 


Iv-wl<e. 
Ist nämlich y ein beliebiges Element aus X, und x eines der Urbilder von y bei 
der Abbildung A,, so kann man u = A,(x) wählen. 


Wir bilden die Menge N = Ü K,. Sie ist kompakt. Diese Menge ist, wie wir 
n=0 
zeigen werden, ein e-Netz für K. 


EsseiyeK. Bei 
No ; 
yEeURn 


R=0 
braucht nichts bewiesen zu werden. 
Wenn jedoch ye Kr für n>ng ist, so existiert, wie oben gezeigt wurde, 
einwe K, mit 


Iv-«wl<e- 


Folglich ist N ein kompaktes e-Netz für die Menge K, und deshalb ist die 
Menge K kompakt. 


Das Fixpunktprinzip von J. ScHAUDER. Satz 1. Wenn ein vollstetiger 
Operator A eine beschränkte abgeschlossene konvexe Menge 8 des BanacH-Raumes E 
in sich abbildet, so existiert ein Firpunkt dieser Abbildung, d. h. ein solcher Punkt 
cs, fürdn Ar = x is. 

Wir wählen eine Folge {z,} von gegen Null konvergierenden positiven Zahlen 
und konstruieren gemäß Hilfssatz 2 eine Folge stetiger endlichdimensionaler 
Operatoren A,, die auf der Menge 8 gleichmäßig gegen den Operator A kon- 
vergieren. 

. Auf Grund der Benennung zum Hilfssatz 2 und wegen der Konvexität von $ 
ist. A, xeS für beliebiges ze S. E, sei ein endlichdimensionaler Teilraum, in 
dem die Menge A,„(S) legt. Wir untersuchen den Operator A, auf der Menge 


=8Nn3, 


des Teilraumes E,. 8, ist ebenfalls eine konvexe abgeschlossene Menge. 


14 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 


202 Kapitel VI. Vollstetige Operatoren 


Wegen 
A,(S)cS und A,S)c HE. 
ist 
AnlS)c 8, 
und erst recht 
Als) cn: 


Also bildet der auf dem endlichdimensionalen Raum EZ, betrachtete Opera- 
tor A, die abgeschlossene konvexe Menge $, dieses Raumes in sich ab, und 
deshalb existiert nach dem Satz von BoLYAI-BRoUWwER (s. Ergänzung III) ein 
Fixpunkt dieser Abbildung, d.h. ein Punkt x, e 8, mit 


Ay ZRg: 


Da nun 8, c 8 ist, ist x, ein Fixpunkt des Operators A, auch bei der Abbildung 
der Menge S8 durch diesen Operator. 
Wegen der Relation 


Zn € An(S) 
gehört die Folge {x} der Menge 
S= UAKÄS)CH 
n=1 


an. Nach Hilfssatz 3 ist die Menge S kompakt. Daher kann aus der Folge 
{x„} eine konvergente Teilfolge {x,,} herausgegriffen werden, und der Grenz- 
wert x, dieser Teilfolge gehört wegen der Abgeschlossenheit von 8 zu 8. 
Wir zeigen, daß x, ein Fixpunkt des Operators A ist. 
Es ist 
(IA % xo|| = IA 2 — A %|| u. IA ms 7 An, || 55 | Ans In xo|| 
= A, — A2,,|| + ||A &n; — An, n;l| 4 (lan — zo|| - 


Für gegebenes € > 0 wählen wir als erstes »’ so groß, daß bein, = nm’ 
€ 
m -zllszg md Am Al <z 


gilt. Danach nehmen wir n” so groß, daß bei n, > n”’ gleichmäßig auf 8 


Az — Auall<z 
gilt, insbesondere für alle &,,. Dann ist für n, > n, = max (n’, n”) 

A —&|| <a: 
Da & > 0 beliebig war, ist dies nur für A x, = x, möglich, d. h., x, ist ein Fix- 
punkt des Operators A. Das SCHAUDERsche Prinzip ist damit bewiesen. 


Als Anwendungsbeispiel für das SCHAUDERsche Prinzip beweisen wir den bekannten 
Satz von Peano über die Existenz einer Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung. 

Satz 2. Die Funktion ft, x) sei stelig auf der Gesamtheit der Veränderlichen im Bereich 
E-ul=<o, x — | =<b. ß sei das Maximum von |fit, z)| in diesem Gebiet. Wenn 


h= min (= 3) 


.$3. Das Schaupzssche Prinzip und seine Anwendungen 203 


ist, so .existiert in dem Intervall [ty — R, ty + h] mindestens eine Lösung der Gleichung 


da 
de = F (6,2), (2) 
die der Bedingung 
zii) = % (3) 
genügt. 
Die Gleichung (2) ist zusammen mit der Anfangsbedingung (3) äquivalent zur Integral- 
gleichung 


i i 
x{t) = & + Se xa)) dr. (4) 
Wir untersuchen den durch die Gleichung 
t 
Az=o+ fre x{r)) dr 
& 


auf der Kugel ||x — || 5 des Raumes CO [i, — A, ty, + h] definierten Operator A. Wir 
zeigen, daß der Operator A auf dieser Kugel vollstetig ist. 

Konvergiert eine Folge {x,(f)}, deren: Funktionen der Kugel |j« — x,|| S 5 angehören, 
gegen eine Funktion x(f) (die dann derselben Kugel angehört), so gilt auf Grund der Ste- 


tigkeit der Funktion ffi, x) 
Fi zut)) > Ft, tt) 


gleichmäßig auf [f, — h, u + h]. Hieraus folgt auf Grund der Möglichkeit, den Grenz- 
übergang bei der gleichmäßigen Konvergenz unter dem Integralzeichen zu vollziehen, 
Amy>Az, 


d. h., der Operator A ist stetig auf der Kugel ||x — || <b. 
Peerner gilt für jedes Element x{t) der Kugel ||x — z,|| < 5 


t 
2) I, z(2)) del 


Sind t, und t, zwei Punkte des Intervalls [f, — A, t, + h], so erhalten wir 


Az let <|o! + Ph. (5) 


1A af) = Act) < 


sf-hl- (6) 


2 
? S Ir x) dr 


Die Ungleichungen (5) und (6) zeigen wegen des Satzes von ArzELA, daß der Operator A 
die Kugel |x — z,|| sb in eine kompakte Menge abbildet. 

Wir beweisen schließlich, daß der Operator A diese Kugel in sich abbildet. In der 
Tat ist 


& x 
|A at) — 2,! = Jona SPn<pg =. 


Der Operator A also genügt allen Bedingnugen des ScuaupDerschen Satzes. Deshalb 
existiert ein Fixpunkt dieses Operators, d.h. eine Funktion x(f) mit 


t 
ze) % + Ste z{r)) dr. 


Diese Gleichung ist gleichwertig mit den beiden Gleichungen 


de(t 
oft), a) 


Damit ist der Satz von Ps4Ano bewiesen. 


14* 
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Beim Beweis des Satzes von Pmano haben wir das ScHauparsche Prinzip angewandt, 
um die Existenz einer Lösung der Integralgleichung (4) nachzuweisen. Dieses Prinzip 
ermöglicht den Nachweis der Existenz. von Lösungen bei weitaus schwierigeren nicht- 
linearen Integral- und Integrodifferentialgleichungen. 


$4. Die Vollstetigkeit des Einbettungsoperators von $. L. SoBoLEw 


Es wurde bereits gezeigt (S. 80), daß die Zugehörigkeit einer Funktion 
‚plz, y) zur Klasse Wi) die Zugehörigkeit zur Klasse W® bei k < I zur ‚Folge 
hat. 

Wir führen einen Operator A ein, der für alle Funktionen o(z, y) e W® 
definiert ist und o(x, y) in sich überführt. g(x, y) sehen wir im Ergebnis als 
Element des Raumes W® an. Zu verschiedenen k gehören verschiedene Ope- 
ratoren. Der Operator A heißt Einbeitungsoperator. : Er ist offensichtlich linear, 
und die Ungleichung auf S. 80 zeigt seine Beschränktheit. 

A ist sogar ein vollstetiger Operator. Zur Vollstetigkeit führt uns der harsende 
Satz. 


Satz (W.I. KonprascHow). M sei eine beschränkte Menge im Raum W®. 
Ist p > 2, so ist die Menge AM) im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz kompakt; 
ist p = 2, so ist AM) kompakt im Sinne der Metrik des Raumes L,(@). 


Nach der Gleichung von 8. L. SOBoLEWw ist 


oboz 
Ay=pla,y)= 5 2 an | [a Ga 5m 0 


k=0 kKı+k=k 


D d 1 
alfa 2) Ra z o i > 
k 


[) ? 
Auf Grund:der Stetigkeit von ak sind die Summanden des ersten Gliedes 


der Gleichung (1) Integraloperatoren mit stetigen Kernen, folglich sind es voll- 
stetige Operatoren sowohl in der Metrik von C(G) als auch in der Metrik von 
Z,(@). Man braucht deshalb nur die Summanden des letzten Gliedes von Glei- 
chung (1) zu untersuchen. Die Kerne A{),(P, Q) der Integraloperatoren, die 
den Summanden des zweiten Gliedes entsprechen, haben die Form 
BP, @) 

r 


AP,Q)= 
oder 
AP,Q)=BP,Q)\(alnr+P), 
worin B(P, Q) eine beschränkte Funktion ist: 
BP,Q)|=C 


Zu zeigen ist die Vollstetigkeit eines Integraloperators mit solch einem Kern. 
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Wir untersuchen den Fall p > 2 und beschränken uns auf den ersten Aus- 
druck für A(P, Q). Wir erhalten 2% 


Man adadse fe 
ee er 


1j@ 


<C |\el|w® ff drd8) <O Kan)" (BU. (2) 
0 0. £ s nn 


. |; 


da Oyla m 


Hier ist K eine Schranke für die Normen der Funktionen o(z, y) im Raum wo 
und B das Integral " r2Hl dr, das big <2,d.h.p>2, konvergiert. | 


Weiter führen we abkürzend 


vp)— [[ AR.B, 9 500740 
@ 


ein und erhalten 


w(P-+ AP) - yiP)| < 0 
a) nr) Oalı a 49 Han z el, & 


wobei G, aus den vom Punkt P weniger als2 ö entfernten Punkten des Gebietes @ 
besteht. Wir verlangen außerdem, daß der Abstand vom Punkt P zum Punkt 
P-+ AP nicht größer als 6 ist. 

Infolgedessen wird das in den N Klammern. unter dem ersten 


1 
TP+4B,Q  1B,Q 


dl & 
5 ä 40 


a rn 


1 
Integralzeichen stehende Fur einer stetigen Funktion und der erste Summand 


bei genügend kleinem AP beliebig klein. Was den zweiten Summanden betrifft, 
so erhalten wir für ihn durch Einführen ı von Polarkoordinaten mit dem Zentrum 


nP-+AP a0 
do < (ie » ) (U nu 
65 
36 


N [ ; 
rP-+AP,Q 
“@s 
<K(en)hı| [ Ira) <KamjR —— (30)%-2 
= = rd — Pr ae 
1) 


m En ach Oyle Er FP+AP,Q 


Die rechte Seite der Ungleichung kann bei hinreichend kleinem ö beliebig klein 
gemacht werden, wenn nurg < 2,d.h.p > 2, ist. Analog schätzen wir das dritte 
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Integral ab und beweisen so die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen y(P). 
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 
Wir gehen zum Fall p < 2 über. Wieder gilt 


u u vr) = fl YP+AP,Q = z h Oxlı | dQ 
@-08 


u Veran ae + J; [ee al. () 


und das erste Integral in den geschwungenen ne kann wegen der Stetig- 


1 
keit von Er bezüglich der Norm in Z, bei hinreichend kleinem AP beliebig 


Och 9 ei 


klein gemacht werden. Für den zweiten Summanden ergibt sich in gleicher 


Weise 
a Wr rP+ap,g ah En is 


MN 
ye ale 


< (2 m)Pl2 (3 ö)Pla Jr FP+4P,Q 
u 


wobei D der Durchmesser des Gebietes @ ist. Die erhaltene Ungleichung läßt 


erkennen, daß 
1 
Uchöted 
@s 


beliebig klein wird, wenn ö hinreichend klein ist. 
Ebenso wird die Norm des dritten Summanden der Ungleichung (3) abge- 
schätzt. Also gilt 
Ivy(P-+AP) Pl, >0 für AP>0. 


Ähnliche Rechnungen zeigen die gleichmäßige Beschränktheit im Mittel der 
Funktionen y{P). Nach dem Satz von Rızsz bilden die Funktionen y(P) daher 
eine kompakte Menge. 

Der Satz ist hiermit bewiesen. 

Zum Beweis der Vollstetigkeit des Einbettungsoperators genügt es nun, den 
bewiesenen Satz auf die Gleichung von 8. L. SoBoLzw, die die.k-te verallge- 
meinerte Ableitung durch die !-te bei k < ! ausdrückt, anzuwenden. 

Wir haben uns auf Funktionen zweier unabhängiger Veränderlicher be-. 
schränkt. Der Fall einer größeren Anzahl unabhängiger Veränderlicher und 
auch komplizierterer Gebiete ist im Buch von S. L. SoBoLzw behandelt [34]. 


ai Sa 


er n 


Op 
da Oyle 


2 dP 


Oxlı a 


en ne 
TP+A4P,Q 


[le 
Ozhı Oyle 
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Wir geben ein Anwendungsbeispiel des Einbettungssatzes auf Gleichungen der mathe- 
matischen Physik an. 

@ sei ein Gebiet der Ebene von der betrachteten Form. Wir zeigen, daß Zahlen} exi- 
stieren, für die die Gleichung 

Ap+ig=0 
innerhalb @ eine nichttriviale Lösung besitzt, die der Bedingung 
-elr=d, T' — Grenze von G, 
genügt (die Eigenfunktionen des DiricaLetschen Problems). 

Wir schwächen die zweite Bedingung ab: Anstelle der Gleichung p|r = 0 fordern wir 
p€ wm. w® ist der Unterraum des Raumes wo, der aus den Funktionen besteht, die 
im Sinne der Metrik dieses Raumes Grenzwerte von Funktionenfolgen sind, deren Funk- 
tionen in einem (i.a. von der Funktion abhängenden) Randstreifen des Gebietes @ ver- 
schwinden. 


Wir untersuchen in we das Funktional 


2 2 
Eee 
6 
Dieses Funktional ist nach. unten beschränkt, also besitzt es auf den Funktionen (x, %) 
€ ww mit 
Neem 


eine untere Grenze i,. Offenbar ist A, > 0. 
Wir beweisen, daß die untere Grenze des Funktionals J auf einer Funktion 9,(2, y) € w® 
angenommen wird. Es sei {pn(2, y)} < w®» eine Minimalfolge, d. h., es gelte 


Ko) Sn >,  Mpalli.=1- (4) 
Wegen 


Ipallgrgo = Ipnllz, + On) (8) 


und da {J(@,)} als konvergente Folge beschränkt ist, ist {p,} eine beschränkte Folge 
des Raumes w». Auf Grund der Vollstetigkeit des Einbettungsoperators ist {p„} kom- 
pakt im Raum L,. Wir können, indem wir notfalls einige Glieder der Folge weglassen, 
annehmen, daß die Minimalfolge {p,} im Raum Z, konvergiert. Deshalb gibt es zu jedem 
&> 0 eine Zahln, derart, daß fürn > % 


117 = PmliL, <e 
ist. Weiter wird 


In + Pm|\? f Pn — Pm|? 1 2 4 3 a. 
3 Li 1 3 u; 3 I@allt, + F} Nenlz=1- 
Hieraus ergibt sich 
Pn + Pl? Pn — Pm||? e? 
= _ — > 
2 Ls 3 2 L, =! 4’ =" 
Da 
= inf J(o) 
vewir, Yelz,=1 
ist, gilt wegen der quadratischen Homogenität von J(p) 
ar inf Koh: 


2 
pE wi IIeliz, Pe mw”, leilz, =1ı 
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Also ist 
= Aula 


nt P &® 
ie ")>2 „>a{ı=). 
Wir wählen n und m so groß, daß 
Kon) <AhtE und Kom) <A te 


und insbesondere 
In + Im 
2 


Lg 


ist. Dann wird 


Pn—P 1 1 P?n +9 & & 
( "\- 5) 1 3 m) oe ) =) <a, he „(: ae Ichz] 
d.h. für n,m — © gilt 

(ezee)-o. 


Danach zeigt Gleichung (5), daß für n, m — co nicht nur 


: pn — Pmiln. > 0; 
sondern auch 
In — Pm||wn —0 


strebt. Auf Grund der Vollständigkeit‘ des Raumes wi existiert ein Pol®; y) € wor, 


‘das in diesem Raum Grenzwert der Folge {p,} ist. 


Offensichtlich ist dann 
Ielin=1,  May)e Wi. 


Aus der für alle @,y € wo» gültigen Ungleichung 

8 8 

IpY2 — Ira SW) (p — WI? 
ergibt sich j 
pn — po? S IF (Pn — Pl = Ilpn — Pollws” » 


Kon) > Ip) 


On) >) 


Ip) =» 


und damit ist die Existenz einer Funktion aus wa» bewiesen, die das Minimum von J(o) 


d.h. 
für n— ©. Da andererseits 


gilt, ist 


- unter der Nebenbedingung ||el|z, = 1 realisiert. 


Wir zeigen nun, daß die Grenzfunktion p,(z; y) der Larzaczschen Gleichung genügt. 
Dazu sei &(w, y) eine beliebige Funktion aus wi ), die in einem Randstreifen des ge 
bietes G verschwindet. Für alle reellen Werte i erhalten wir _ 


J (9 +: — 
Igo Heil, 


[Oro En EN je. 
+2 TE en a,lasan HRIO 
R | 


> [ie +2: [ f Pol&, 1) E& m) dE dn + #2 ec, i 
3 


und daraus 
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Unter Berücksichtigung von J(9,) = A, und |[Yollz, = 1 ergibt sich 


On DE 2m 2 | 
| ff er: +2 zu - „| [mem een na Heu Ale) >0. 


Hieraus folgt nach den üblichen Überlegungen } 
[Tr & 3% &];; f A 
N | FF Frei) y EM dE dn Ag Yol&; n) &8; n) dEdn=0. « (6) 
Te E 


Es sei y(f) eine den folsendän Bedingungen genügende Funktion: 


1. »() =1 für 0<1<5; 
2.y)=0 fürtm]; 

3. (£) ist monoton fallend auf dem Intervall 3: | 5 

4. (6) besitzt stetige Ableitungen von PeRRBIBE Ordnung auf [0, ©). 


Offenbar existieren solche rege 


Es sei weiter Y o(YAs r) = X(r) die nullte BusseL-Funktion zweiter Art. Bekanntlich 
[37] ist 
AX(r) +AXr) = 0, 


und X(r) hat eine logarithmische Singularität beir = 0. Wir setzen 


La, y) = Iv(£) -y ()] Xfr). 


Für rse = Ey min (A,, A) wird 


und für r > 0, = max (h,, h,) 


Rene 


Folglich ist &(x, y) innerhalb des Kreises r = g, und außerhalb des Kreises r = g, gleich 
Null. Deshalb ist, wenn og, kleiner als der Abstand des Punktes P(x,y) zur Grenze’ des 
Gebietes G ist, &{x, y) eine beliebig oft differenzierbare Funktion, die in einem Rand- 
streifen des Gebietes G verschwindet. 

Indem wir diese Funktion in Gleichung (6) einsetzen und die zweite Definition der 
verallgemeinerten Ableitung benutzen, erhalten wir 


midi +nddedn=0. (7) 


1 r r 
cn) = J, f la I» (5) xu| 4209 (5) x d£ dm. 
@ 


Man kann zeigen, daß CO(h) für h—0 gegen einen endlichen Grenzwert wos strebt. Aus 
den Eigenschaften der Funktion y(t) folgt 


Es sei 


mit 
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h r 
a) Al)=0fürr>hundfürrs z (& in diesem letzten Fall y z)= l und 


r r 
a|v(z) zn] +27 (}) 20 = Ar 4m 200 =0 
ist I; 
b) Q,(r) besitzt stetige Ableitungen sämtlicher Ordnungen. 
Wir nehmen 2,(r) als mittelnden .Kern. ‚Gleichung (7) kann dann in der Form 


Ch.) 1] Pol5; 7) nr) dE dm = Ckh,) S PEN) Ante) dEdn 
geschrieben werden, und sie führt uns zu der zwischen:den gemittelten Funktionen be- 


stehenden Gleichung 
Chı)n, (90) = Ok.) (Po)h, 
oder 


C(h,) 
(Po)h, = ©, (Go)n,- 


Diese zeigt, daß sich zwei verschiedene gemittelte Funktionen nur um einen Zahlenfaktor 
unterscheiden. Dann unterscheidet sich aber auch der Grenzwert ,(x, y) der gemittelten 
Funktionen von diesen nur um einen Zahlenfaktor: ' 


Ch 
Plz y) = m (Por Y)a- 
0 


Da die gemittelten Funktionen stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzen, hat auch 
Plz, y) stetige Ableitungen aller Ordnungen. Deshalb kann Gleichung (6) in die Form 


IJtApo + 2.00) &&, m) dE dn = 0 


umgeschrieben werden. 

Da &(&,n) eine beliebige, unendlich oft differenzierbare, in einem Grenzstreifen ver- 
schwindende Funktion ist, folgt aus einem grundlegenden Hilfssatz der Variationsrech- 
nung, daß innerhalb von @ gilt 

Am tm = 0. 


Die Funktion @, gehört der oben definierten Klasse win an. Man kann zeigen, daß für 
den Fall zweier unabhängiger Veränderlicher hieraus 


Alr = 0 
folgt. 


KAPITEL VH 


ELEMENTE DER SPEKTRALTHEORIE 
SELBSTADJUNGIERTER OPERATOREN 
IN HILBERT-RÄUMEN 


$1. Selbstadjungierte Operatoren 


Wenn wir lineare Operatoren betrachten, die in einem HiLBErr-Raum definiert 
sind, so kann man wegen der Selbstkonjugiertheit dieses Raumes und der 
Existenz des Skalarproduktes eine Klasse von Operatoren, die hermiteschen 
oder selbstadjungierten untersuchen. Diese Operatoren sind für viele Unter- 
suchungen zugänglicher als beliebige lineare Operatoren in BanacH-Räumen. 
Sie spielen in der Analysis und in der theoretischen Physik eine wichtige Rolle, 
und über sie existiert eine umfangreiche Literatur. 

Der adjungierte Operator. 7 sei ein Hınserr-Raum und A ein auf H definierter 
linearer Operator, dessen Wertebereich in H liegt. Wir betrachten ein lineares 
Funktional 

So=(Any): ) 


J(&) bat als lineares Funktional andererseits die Form 


Jule) = (®, y*); 
wo y* e H durch f, eindeutig definiert wird. Mit einer Veränderung von y ändert 
sich offensichtlich auch f, und dadurch auch 4*, und wir erhalten den Operator 
yr=4ry, | 
der auf H definiert ist und dort seinen Wertebereich hat. Dieses A* ist mit A 


durch 
(Ax,y)= (2, 4* y) (2) 


verknüpft und wird als der zu A adjungierte Operator bezeichnet. 4A* ist, wie 
leicht ersichtlich, durch (2) eindeutig definiert. Wenn für.alle x und y 


Azy)=(,4*) ud Auy)=(wA4ly) 


gilt, so muß 
Ary=Aly 
für alle y sein. Das bedeutet aber, daß 
A*— AF 
ist. 


Es ist leicht zu erkennen, daß die hier eingeführte Definition eines adjungier- 
ten Operators formal. mit der in Kapitel IV für den Fall eines Banacu-Raumes 
gegebenen Definition übereinstimmt, jedoch haben wir dort einen reellen 
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BanacH-Raum, während der HıLzerr-Raum komplex ist. In den komplexen 
‚Räumen bleiben aber alle in Kapitel IV bewiesenen Sätze über adjungierte 
Operätoren gültig. Insbesondere ist A* ein beschränkter Operator mit 


ar = IlAll- 2 8) 


Wir bezeichnen den zu A * adjungierten Operator mit A**, 
Nach (2) ist für allexz,ye H 


(At2,y) = (y, A* rel; 2)=(8, Ay). 


Hieraus folgt A** = A und analog ist (A**)* = A’*t — A*, Art — u 
usw.‘ Es ergibt sich leicht - 


(A + B)* = A* 4 B*, 
AA)F=AA*, 
(A B)* = B* A*. 


Selbstadjungierte Operatoren. Ein linearer beschränkter Operator A wird 
selbstadjungiert (oder hermitesch) genannt, wenn A*—= A ist. 


Beispiele. 1. In einem n-dimensionalen komplexen arın. den man als endlich- 
dimensionales Analogon des Hınzerr-Raumes betrachten kann, lassen sich die linearen 
Operatoren als Matrizen (4;,) mit komplexen Zahlen a,;, auffassen. Der zu (a,;) adjun- 
gierte Operator ist (a4). Ein selbstadjungierter Operator ist eine hermitesche Matrix, 
d.h. eine Matrix mit a;; = apı- 

Ist (a;,) reell, so bedeutet Selbstadjungiertheit Symmetrie. 

2. Bei einem Frepnorımschen Operator in L, mit dem Kern K(s, t) hat der adjungierte 


Operator den Kern Kit, s) a Die Selbstadjungiertheit ist identisch mit 
K(s,t) = Kit, s) 8). 
Im Falle eines reellen Kernes haben wir die Symmetrie. 


3. Wir betrachten in L,[0,1] den Operator A, der jeder Funktion «{t) € L,[0, u ae 
Funktion Ax=txft) e L,[0, 1] zuordnet. Dieser Operator ist selbstadjungiert. 


Im weiteren werden wir das Wort „beschränkt“ fortlassen. Aus dem Sorhör- 
gehenden folgt: Ist A selbstadjungiert und A eine reelle Zahl, so ist auch A A 
selbstadjungiert, und wenn A und B selbstadjungierte Operatoren sind;'so ist 
4A + B auch selbstadjungiert, wogegen AB dann und nur dann ein selbst- 
adjungierter Operator ist, wenn die Operatoren A und B vertauschbar sind. 
Schließlich verifiziert man leicht, daß A ein selbstadjungierter Operator ist, 
wenn A„-> A im Sinne der Normkonvergenz im Raum der Operatoren oder 
im Sinne der punktweisen Konvergenz gilt und alle A, selbstadjungierte Opera- 
toren sind. 

Wir betrachten (A x, y) mit selbstadjungiertem A als Funktional von nd Y 
und schreiben dafür A(z, y). Dann ist 


An Ku, eiAey Erde). 
Az, Y) Ei Ay; £) ge 
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wie.leicht zu sehen ist. Ein solches Funktional bezeichnen wir als eine Beneane 
hermitesche Form. Diese Form ist beschränkt, d.h., es ist 


Aa, y)l= Culeil lei» 


wobei C, eine Konstante ist (O, = |||). 
Also erzeugt jeder selbstadjungierte Operatör A eine beschränkte bilineare 
hermitesche Form 
Als, y) = Als, y)= (@, 4A Y)- 


Wenn umgekehrt eine beschränkte bilineare hermitesche Form A(x, y) gegeben 
ist, so definiert sie einen selbstadjungierten Operator A, der die Gleichung 


erfüllt. 
Denn halten wir in A(x, y) das y fest, dann bekommen wir ein lineäres Funk- 
tional von x. Es folgt 
Al, y) = (4%), 


wobei y* eindeutig bestimmt ist. So kommen wir zu einem Operator A, der 
durch die Gleichung 
Ay=y* 


derart definiert wird, daß 


ist. 
A ist offenbar ein linearer Operator. Man überzeugt sich sofort von der Be- 
schränktheit von 4A, denn es ist 


e&Ayl= de y)| s Callel ol. 
Setzt man y= A x und dividiert durch ||A «||, so ist 


Wir zeigen, daß A ein nen Operator ist. Für alle x und yeH 
gilt. 


| (2, Ay) = Ag, a) = An (4,9). 
Daraus folgt A = A* und Ag, y) = (Az, y). 


Quadratische Formen. In einer bilinearen hermiteschen Form A(x, y) setzen 
wir = y.Man erhält eine quadratische Form 4A(z, x), die für alle x reelle 
Werte annimmt. Es ist 


Alazt+ßy,ac+Pßy) =a& AR,y) +aB Al, y) =& BA, 2) +B BAY, y) 


Az, x) heißt quadratische, hermitesche Form. Zu jeder bilinearen hermiteschen 
Form A(x,y) kann man die entsprechende quadratische hermitesche Form 
A(x, x) bilden. Es gilt auch die Umkehrung. Durch eine quadratische hermite- 
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sche Form A(x,x) wird die bilineare hermitesche Form A(xz, y) eindeutig 
bestimmt. Sie ist definiert durch die Gleichung 


Als, y) — Aa, &) — Alt, %)] + 8 [Ala, 23) — Al, 2)]} 
mit 
eat y, B-i—Y 
und 
B=i+iy, H=r—iy. 
Wenn A(x, x) eine beschränkte quadratische hermitesche Form ist, d. h., wenn 
Adels 64 llel® 


gilt, so ist die entsprechende bilineare hermitesche Form ebenfalls beschränkt, 
wie man leicht sieht. Die Umkehrung ist evident. 


Es sim =inf(Ax,x) und M = NR (Ax,z). m und M werden untere und 
eli=1 Hell= 

obere erensh wi selbstadjungierten Operaiors A genannt. 

Wir zeigen: Es ist 


||A|| = max { |m|, |7|} = sup |(A x, «)| . 


Nell-1 


fer 


Denn ist ||@|| = 1, so gilt 
(4, 2)] = 4 el| el s All Ile]? = IlAll 


und folglich 
| 04= sup (42,0)| <A: (4) 
all= 
Andererseits haben wir für ein beliebiges ye H 
(Ay,y)<04lWl®. 
Wenn ze H und ungleich dem Nullelement ist, so setzen wir 


114 21} \Y2 1 


Wir finden 
A 2]? = (A (A2),«) — (4 Az+u),i2 + u) — (Az —w,iAz— u} 
< 0,{lRe+ul® + Azul} = 4 04 {]Rzll® + |ll?} 
1 1 > 

= 2 Ca fell? + ze 11 2]} = 04 Il 11A all. 

Also ist 

IA 2 < C, Ill 
und folglich 


JAll< 0, = u 4 ,2)]. 6) 


Aus den Ungleichungen (4) und (5) erhält man die behauptete Gleichung. 
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Aus dem Bewiesenen folgt insbesondere, daß A = B ist, wenn die selbst- 
adjungierten Operatoren A und B für alle x e H die Gleichung 


(Axz,x)=(Bx,x) 
erfüllen. 


: 82. Unitäre Operatoren, Projektionsoperatoren 


Wir untersuchen hier zwei spezielle Klassen von Operatoren im HILBERT- 
Raum. 

Ein linearer Operator U heißt uritär, wenn er den Raum H auf ganz H unter 
Erhaltung der Norm abbildet, d.h. wenn 


IT = = Ilell () 
ist. 
Diese Abbildung ist umkehrbar eindeutig, denn aus . 


Umn=Um, 
d.h. 
Ua, —%)=0, 
folgt 
Ilrı — || = |IU (a — ®)|| = 0 


und x, = &%,. Deshalb existiert der inverse Operator U-!, der offensichtlich auch 
unitär ist. 


Weiter führt Gleichung (1) auf 


(U x, U x) = ||U a]? = |e]? = (e, ©) 
und 
(U*HUn,e)=(2)=(Ex,«), 


wobei mit E hier und im weiteren in diesem Kapitel der Einheitsoperator ge- 
meint ist. Da die quadratischen Formen der Operatoren U* U und E gleich 
sind, stimmen diese Operatoren überein!): 


U*U=E. (2) 
Durch Multiplikation von links mit U und von rechts mit U”! entsteht 
UU*-E. " (8) 
Hieraus erhalten wir U* = U-!. Aus (2) folgt 
U,Uy)=-(y). 


Umgekehrt ergeben die Bedingungen (2) und (3), daß U ein unitärer Operator 
ist, da aus ihnen die Existenz von U-!—= U* und damit die umkehrbare Ein- 


!) Für jeden linearen Operator A ist der Operator A* A selbstadjungiert. 
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deutigkeit der Abbildung von HZ auf H sowie 
|Uz|?=(Ux2,U2)=(U*Ua,x) = (k, x) = ||e]l® 


folgt, d.h., U verändert die Norm eines Elementes nicht. 
Ein Beispiel für einen unitären Operator im Hırseer-Raum [, ist eine unend- 
liche unitäre Matrix (u,,), d. h. eine solche, deren Elemente den Beziehungen 


oo co 
E Uni Un = 61; , z unyı =Ör (4) 
k=1 ; 
genügen. 

Es seien ein im HILBERT- Raum wirkender linearer Ole A und ein unitärer 
Operator U gegeben. Der Operator 


B=UAUM-UAU* (5) 


heißt unitär äquivalent zum Operator A. Aus Gleichung (5) geht hervor, daß 
ein zu einem selbstadjungierten Operator unitär äquivalenter Operator ebenfalls 
selbstadjungiert ist. . 

Man verifiziert leicht, daß die Normen einander unitär äquivalenter Operato- 
ren gleich sind. 

Wir führen jetzt den für das Weitere wen Begriff des Projektionsopera- 
tors ein. 

Es sei Z ein Unterraum von H. Dann ist jedes x e H eindeutig in der Form 


z=y+2 
mityeLundz_| L darstellbar. Man setzt Pe —= y und erhält einen Operator, 
der auf ganz H definiert und dessen. Wertebereich der Unterraum L ist. Dieser 
Operator wird Projektionsoperator oder Operator der orthogonalen Projektion 
auf den Unterraum L genannt und mit P, bezeichnet. Wir beweisen: 


P, ist ein selbstadjungierter Operator mit ||P,|| = 1, und es gilt PL = = Pı: 
P, ist ein linearer Operator. Denn für 


eyta und n=ey-t2% 
mit y,Yy€Zund 2,2 | List 
or + le th) +lazı + P2%) 


mit 
ayıtPyel, as +ßaLL. 
Daraus folst 


Pos +ßw)=ey t$a=aPun+PßPx. 
Wegen der Orthogonalität von y und z ist ferner. 
le?= | +2? =-W+sY+ IT 2) = |yll® + lee. 
Folglich ist S; 


il = Ileil; 
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d.h. 
IPzell = |ell 
für jedes x. Es ist also ||P,|| =1. 
Für x e L folgt aus P, x = x die Beziehung ||P, «|| = ||«||, also ist 
IPıl=1. 


Wir zeigen, daß P, selbstadjungiert ist. Es seien x,,2,€ H und %,, % ihre 
‘Projektionen auf L. Man hat 


(Pr #1, %) = (Yu %) = (Yı: %) 
und ebenso 

(2, Pı&%) = & Ya) = (Yı: Yo) - 
Es folgt 
. (Pr 2%, %) = (2, Pı%) - 


Da für allexe H auch P,xe List, folgt PL x = Pu (Pı x) = Pı x für jedes 
xzeH,d.h., es ist 
PL=Pı. 


Wir zeigen jetzt die Umkehrung: 


Jeder selbstadjungierte Operator P mit P? = P ist ein Projektionsoperator auf 
einen Unterraum L. 

Wir betrachten die Menge Lp von Elementen der Form y = P x, wo x ganz H 
durchläuft. Lp ist wegen der Additivität und der Homogenität von P eine 
lineare Mannigfaltigkeit. Es ist leicht zu zeigen, daß Lp abgeschlossen ist. 
Geht nämlich „,— y mit y„€ Lp, so it „= Px, mit ©„eH und folglich 
P,=Pu.=P%u=%. Aus > y folgt wegen der Stetigkeit von P die 
Konvergenz von Py„— Py. Da aber P y„ = y„ ist, strebt „u — P y, und es ist 
y=Py,d.h.yeLp. Es ist schließlich «e — Px_| P x auf Grund der Selbst- 
adjungiertheit von P und wegen P? = P, denn es ist 


(«—Pa,Pe)=(Px—- Pxr)=0. 

Nun folgt aus der Definition von Lp, daß P Projektionsoperator in diesen 
Unterraum ist, was zu beweisen war. 

Lp besteht aus genau den Punkten x e H, für die Px = « ist. 

Insbesondere folgt,. daß neben P auch I — P ein: Projektionsoperator ist. 

Wir weisen noch auf einige einfache Eigenschaften der Projektionsoperatoren 
hin. Zwei Projektionsoperatoren P,, P, werden orthogonal genannt, wenn 
PıPa= 0 ist!). Dies ist mit P,P,=0 gleichwertig, denn ist P,P,=0, 
so ist auch (P, P,)* = P}P} = P, P, = O und umgekehrt. 

Die Projektionsoperatoren P, und P, sind orthogonal genau dann, wenn die 
entsprechenden Unterräume Z, und L, orthogonal sind. 


t) Hier und im folgenden bedeutet 0 nicht nur die Zahl 0, sondern auch den Nulloperator. 


15 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Wenn P, P, = 0 ist, so ist für x, e L, 2% € I, 

(& 8) = (Pı © Pa) = (P, Pı 2,8%) = (0,8) = 0. 

Es sei L, | Z,, dann folgt fürallexe H P,x e L,und somit P, P,x = 0, d.h,, 
esist P, PR=0. 

Lemma 1. Die Summe zweier Projektionsoperatoren Pr, Pr, ist ein Projek- 
tionsoperator dann und nur dann, wenn diese Operatoren orthogonal sind. Wenn 
P, Pr, = 0 ist, so gilt. 

Pu.+Pı.= Pın:r,- 

Notwendigkeit. Es sei 

P- Pr; +P, 
ein Pesjektieniondinler: Dann ist 
(P,+Pı% = Pı+ Pr: 
woraus 
P,P:ı.+ Pr. Pr, = 0 
folgt. Wir multiplizieren von links mit P,, und erhalten 
P,Pu.+Pı.Pı.Pu.=0:- 
Multipliziert man jetzt von rechts mit P,,, so ist 
PL P,, PL Zi 0. 
Wegen der vorhergehenden Gleichung ist aber P, Pr, = G und folglich auch 
P,P.=®. 
Hinlänglichkeit. Es sei 
Pu,Pı,.= Pı.Pu.=®:- 
Dann ist 
P,+Pf?=Pu+Pn: 


Folglich ist P,, + P,, ein Projektionsoperator. 
Nach der Voraussetzung P,, P,, = 0 sind die Unterräume Z, und Z, ortho- 
gonal. Wenn x e H ist, so wird 
Px=P,2+P,e=ut+nch+Lb. (6) 
Ist umgekehrt = 1, + € 1, 4 L, so gilt auf Grund von P,%, = 0 und 
pP Ls % =(: 
eh 4 % = Pı,*ı P,%s 
= P,(ı + %) - P,& + %) = (Pı,+ Pı,)® ; (N 
Aus (6) und (7) folgt, daß P der Projektionsoperator auf L, + Z, ist. Damit 
ist das Lemma bewiesen. 
Lemma 2. Das Produkt zweier Projektionsoperatoren P;, Pr, ist ein Pro- 
jektionsoperator dann und nur dann, wenn P,, und P,, vertauschbar sind. Ist 
diese Bedingung erfüllt, so gilt P,, Pr), = Punar;- 
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Notwendigkeit. DaP=P,, Pı, selbstadjungiert ist, wird 
Pu, Pu =(PıPı)*=PuPE=PuPn: 
und die Vertauschbarkeit ist bewiesen. 
Hinlänglichkeit. Wenn P, P,, = Pı, Pr, ist, so ist P= P,, Pı, selbst- 
adjungiert. Außerdem wird 
(Pı, Pi” = Pı, Pu. Pr Pı, = Pu, Pf. = PıPı: 


und folglich ist P ein Projektionsoperator. 
Es sei x.e H beliebig. Dann liegt 


Px=P,Pu.%=Pı.Pr® 
in L, und Z,,d.h.inZL, N L,. Es sei jetzt ye Lu, L,. Dann ist 
Py=P,(P.,Y9y)=Pı.y9=%V.- 


Also ist P der Projektionsoperator auf Z, N) L,, und das Lemma ist bewiesen. 

Der Projektionsoperator P, wird Teil des Projektionsoperators P, genannt, 
wenn P, P,= P, ist. Wenn man zu den adjungierten Operatoren übergeht, 
so überzeugt man sich davon, daß diese Definition mit P, P, = P, äquivalent 
ist. Aus der Definition folgt unmittelbar, daß P,, Teil von P,, dann und nur 
dann ist, wenn L, Teilraum von Z, ist. 

Ein. Projektionsoperator P,, ist Teil eines Projektionsoperators P,, genau 
dann, wenn für alle ze H die Ungleichung ||P,, «|| < ||Pz, «|| erfüllt ist. 

Aus P,, 2 folgt Pr, Pı, © = |[Pı,@]| = ||Pz. all |[P,all < |Pull. 

Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt, so gilt für allex e Z, 


IP «ll IP. @|| = Iell- 
Wegen 
| IP ells el 
‚folgt 
2, 21 = Ilell- 
Somit ist 
[Px- all? = el? — IP alle = 0 


und x e Z,. Daher ist für alle xe H auch P,, x e L,, und das bedeutet P,, P,,® 
= P,,%, d.h., es ist Pıı Pıa = Pı,, was zu beweisen war. 

Lemma 3. Die Differenz P, — P, zweier Projektionsoperatoren ist ein 
Projektionsoperator dann und nur dann, wenn P, Teil von P, isi. Wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, so ist Lp,_p, die orthogonale Ergänzung zu Lp, in Lp, 

Notwendigkeit. Wenn P, — P, ein Projektionsoperator ist, so wird 


E (P; P)=(E P)+P 


ebenfalls ein Projektionsoperator. Dann hat man nach Lemma 1 


(E-P)PR=0, 
dh. B,=P, Ä 


15* 
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Hinlänglichkeit. P, sei Teil von P,. Dann ist E — P, zu P, orthogonal, 
und nach Lemma 1 ist (# — pP, 15 P, ein Projektionsoperator und folglich 
auch P, — P3- 

Aus der Voraussetzung P, P, = P, folgt schließlich, daß P, — P und P, 
orthogonal sind. Dann ist aber loderum wegen Lemma 1 


Lp, = Lp,-p, + Lr, ’ 
was zu beweisen war. 


$.3. Positive Operatoren. Die Quadratwurzel eines positiven Operators 


- Ein selbstadjungierter Operator A heißt posisiv, A > 0, wenn er von Null 
verschieden und seine untere Grenze nicht negativ ist, d.h. wenn für jedes 
xeH 

(Ax,2) 0 


gilt und für mindestens ein zeH (Ax,a2)>0 ist. Ein selbstadjungierter 
Operator A heißt größer als ein selbsiadjungierter Operator B, A> B, wenn 
A — B> 0 ist. In diesem Fall spricht man auch davon, daß der Operator B 
kleiner als der Operator A ist. Die in die Menge der selbstadjungierten Ope- 
ratoren eingeführte Ungleichheitsrelation besitzt folgende Bigenschaften?): 


.1:.AwA>2BundC>Dfolstt A+CzB-+D, 
2.2us A>0unda Z=0folgt aA >0, 
3. aus AzBundB=Cfolst A=C, 
4. ist A > 0 und existiert A-1, so ist ATT>0. 


Weiter sind für jeden linearen, von Null verschiedenen Operator AA* 
und A*A positive Operatoren. Insbesondere ist 4?>0 für jeden selbst- 
adjungierten Operator A, A=+0. Aus dem letzten folgt, daß als Beispiel für 
einen positiven Operator ein Projektionsoperator auf einen Teilraum mit 
positiver Dimension dienen kann. 

Satz 1. Das Produkt zweier positiver selbstadjungierter vertauschbarer Ope- 
ratoren A und B ist positiv. 

Beweis. Wir setzen 

A 


1° 


Yet Eee 


und zeigen, daß für jedes n 
0=zA,„<sH (1) 


gilt. Für n = 1 ist das offensichtlich. (1) sei für n = k richtig. Dann ist 


d..h., es ist 
AE-4A)=20 


3) Die Ungleichung A > B bedeutet entweder A>Boder 4=B. 
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und analog 
AEB-A%>0. 
Daher ist 
Aı=hE-A)+hE- A” =0 
‚und 
E-Aıu=(E-A)+h>20. 


Somit ist (1) fürn =%k +1 richtig. 
Wir haben ferner 
A=2+A=MH+AHL= = AHA AH Ans 


WOT&US 


wegen A,.ı = 0 folgt. Daher ist 


N 
5 (4A,% A,2) Ss (AR, 8). 
k=1 


Folglich konvergiert die Reihe 
& Ar el; 
k=1 
und daher geht ||4, || — 0. Deshalb strebt 
(2 ae = A,2 — Ayıe > A ®. 
k=1 


Wir erhalten, da B offensichtlich mit allen A, vertauschbar ist, 


(AB, x) = ||A||(B A, x, x) = ||A|| lim ’ (B A), x, x) 
n k=1 


5 
= ||A|| im 3 (B A,®, 4,2) 20. 
’ nk . B 

Der Satz ist damit bewiesen. 


Aus dem Beweis folgt: 
Wenn { A„} eine Folge von selbstadjungierten untereinander vertauschbaren 
Operatoren ist, wenn für allen A,„B= BA, ist und 
DE EEE ET; 


gilt, so konvergieren die A„ gegen 4, und es ist A < B. (Eine analoge Be- 
hauptung gilt für monoton fallende Folgen.) 

Wir betrachten die selbstadjungierten Operatoren C,„ = B — 4A,. Diese sind 
positiv, vertauschbar und bilden eine monoton fallende Folge. Daher sind für 
m <n auch die Operatoren 


(Om — Cr) Om und O, (Om — €.) 
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positiv, woraus 
(22) = (On O2) > (CO), x, &) 
folgt. 
Die monoton fallende nicht negative Zahlenfolge {(C} x, x)} besitzt einen 
Limes. Gegen denselben Grenzwert strebt für n, m — ooauf Grund der letzten 
Ungleichungen auch die Folge {(C, C,x2,x)}. Daher geht für n, m — oo 


Om x — On |? = (On — 0, 2,2) =(0% 2,2) —2(0n 8) +(Ox,x) 0. 


Also konvergiert die Folge {C,x} und somit auch {A,x} für beliebige x 
gegen einen Grenzwert; wir bezeichnen den letzten mit Az: A x = lim A„x. 


a N 
Offensichtlich ist A ein selbstadjungierter Operator, der die Ungleichung As B 
erfüllt, was zu beweisen war. 
Ein selbstadjungierter Operator B wird Quadratwurzel des positiven Operators 
4A genannt, wenn B? = A ist. Wir beweisen den 


Satz 2. Die positive Quadratwurzel B aus einem beliebigen positiven selbst- 
adjungierten Operator A ewistiert und ist eindeutig. Sie ist mit jedem Operator 
vertauschbar, mit dem A vertauschbar ist. 


Beweis. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit A < E anneh- 
men und setzen B, = O0 und 


1 
B+=B+7z(4-B); n=0,]l,.... (2) 
Alle B, sind selbstadjungiert, positiv und mit jedem Operator vertauschbar, 


mit dem A vertauschbar ist. Insbesondere ist B, Bn = Bm Bn. Man über- 
zeugt sich sofort von der Gültigkeit der Gleichungen 


B— By =5(B — Bo? + (BE 4) 3) 
und u 
Ba B=SlE- BB )+ BB, —-B,..)- (4) 


Aus (3) folgt B,<E für alle n. Man verifiziert leicht, daß B„< B,;ı ist. 
Für n = 0 ist dies wegen der Ungleichung 


B=3420=B, 


evident. Die Gleichung (4) zeigt ferner, daß By. -— BZ 0 ist, falls 
Ba —- B21 20. Folglich ist B„= B,+ı für alle n. Wir haben auf diese 
Weise eine beschränkte monoton wachsende Folge {B„} von selbstadjungierten 
positiven Operatoren erhalten. 
. Diese Folge konvergiert nach den vorhergehenden Ausführungen gegen einen 
selbstadjungierten positiven Operator B. 

(1) ergibt nach dem Grenzübergang 


B=B+3(4-B), 
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B=A. 
Die Existenz einer positiven Quadratwurzel B aus dem Operator A ist be- 
wiesen. Schließlich ist B mit jedem Operator vertauschbar, der mit A ver- 
tauschbar ist, weil die B„ diese Eigenschaft besitzen. 

B, sei eine andere positive Quadratwurzel aus A, die mit A vertauschbar 
ist. Dann ist BBB=BB,. Wenn ze H und y= (B — B,) x ist, erhalten wir 
daher 

Byy)+(Bıyy) = (B+B)yY) 
= ((B+ B))(B — B)@,y) = ((B? — Bo,y)=0. 
Da B und B, positiv sind, folgt (By, y) = (B,y,y) = 0. Weil aber Wurzeln 
positiv sind, gilt B= 0?, wobei ( ein selbstadjungierter Operator ist. 

Es ist nun ||C y|]? = (0? y, y) = (By, y) = 0, also Cy = 0. Folglich ist auch 

By=((Cy) =0, und analog gilt B,y= 0. Dann wird aber 


|Bx®=—- Bal=(B—-B)%o,2)=(B—-B)y2)=®, 
d.h., für beliebiges x e H ist 
Bz=B,e, 
und die Eindeutigkeit der Quadratwurzel ist bewiesen. 
Beispiel. In Z, [0,1] hat der durch 
Affe) =t fe) 
definierte Operator die Quadratwurzel B aus 


Bf(«) = Yıfl). 


$ 4. Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators 


Wir untersuchen eine Operatorenschar 4A,=A-—AE,in der 4 ein selbst- 

adjungierter Operator und } eine komplexe Zahl ist. 
1 

Aus Satz 2, $5, Kapitel IH, folgt: Ist +4] <1(d.h. A| > ||A|]), so ist A 
einregulärer Wert des Operators A, folglich fällt das gesamte Spektrum von 4. 
ins Innere oder auf den Rand des Kreises |A| < ||A]||. Das gilt für jeden line- 
aren, in einem BanAcH-Raum wirkenden Operator. Im folgenden machen wir 
für den Fall eines selbstadjungierten Operators im Hırnzerr-Raum genauere 
Aussagen über das Gebiet, in dem das Spektrum des Operators liest. 
‚Für einen selbstadjungierten Operator A sind alle Eigenwerte reell. Aus 


Ax=1)x 


erhalten wir nämlich die Gleichung 


(Axz,x)=Me&,x), 
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in der beide Skalarprodukte (A &, x) und (x, x) reell sind. Weiter folgt aus der 
Voraussetzung A = A*, aus der Reellwertigkeit der Eigenwerte und Satz 2, 
$ 3, Kapitel IV, daß verschiedenen Eigenwerten eines selbstadjungierten Ope- 
rators entsprechende Eigenelemente orthogonal sind. 


Satz 1. Eine Zahl} ist genau dann ein regulärer Wert eines selbstadjungierten 
Operators A, wenn eine positive Konstante c ewistiert, so daß für jedes ze H 


IAall= As Aal zoll a) 
erfülli ist. 
Notwendigkeit. Es möge ein beschränkter Operator R, = 47", ||R,|| = 
existieren. 
Für jedes xe H silt 
2] = 11% 4: el| = 4 ||; @ll 
und 


42212 llell- 
Hinlänglichkeit. Es sei 
y=Axr—Aıx, 


und x durchlaufe den Raum H. Dann durchläuft y eine lineare Mannigfaltig- 
keit L. Vermöge (1) ist die Beziehung zwischen x und y umkehrbar eindeutig, 
denn wenn z, und 2, in dasselbe Element y übergehen, so ist 


Alaı — 8) -Alıı — 2%) = 0 


und 
Im - als, am -zoll=0- 

L ist überall dieht in 7. Andernfalls existiert ein von Null verschiedenes 
Blement 2, € H mit (=, y) = 0 für jedes ye L. Das bedeutet 

(2, Ax — Ar) = 0 
und wegen der Selbstadjungiertheit von A 

(Az, — 1.2 %) = (0 
und, da das für jedes x e H der Fall ist, 

Ay An=0. 


Diese Gleichung ist aber bei einem von Null verschiedenen x, weder bei kom- 
plexem } (dann hätte ein selbstadjungierter Operator komplexe Rigenwerte) 


= 1 
noch bei reellem A möglich |dann wärei =} und ||=,!| = = A&, —Az|| = 0) ü 


Z ist abgeschlossen. Für {y„} <cL, , = A, x, und y,— y, ist wegen (1) 


1 1 
In - ml = Ida an — A zmll = 19m — ml. 
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Die Folge {y„} konvergiert in sich, und deswegen strebt für »,m > + © 
I|yn — Ym|| > 0. Dann aber konvergiert ||, — &m|| > 0 für n,m— oo. Aus 
der Vollständigkeit von H folgt die Existenz des Grenzwertes der Folge {»,}: 
z=lme,. 
N 
Dabei wird 
A,2=1m A, = im =%; 
N NR 
d.h. yeL. 
Somit ist L eine abgeschlossene, in H überall dichte Mannigfaltigkeit, d. h., 
es ist L= H. Es existiert der auf ganz H definierte inverse Operator 
s=4A,'y=-Ry, 
denn die Beziehung 
y= 4,% 


ist umkehrbar eindeutig. Die Ungleichung (1) ergibt 
1 1 
23,1 |ellsz |Ael=7 el: 
d.h., R, ist ein beschränkter Operator, und es gilt 
1 
IRll=7z- 


Folgerung. A liegt im Spektrum eines selbstadjungierien Operators A dann 
und nur dann, wenn eine Folge {x,} existiert, so daß 


IA 2. —A,|| =: 0, ||a.|| ist und C„— 0 geht. - (2) 
In (2) kann man ||e,|| = 1 setzen. Dann erhält man: 
Es konvergiert 

Am —i1|>0, Jells ll=1 is. (3) 


Satz 2. Die komplexen Zahlen A=« -+ Pi mit ß == 0 sind reguläre Werte 
des selbstadjungierten Operators A. 
Wenn 
y=4,x=-Ax—A& 
ist, so gilt 
(y ©) zz (A ©, “) =? Az, x) > 
(v9) = y, x) = (Ax,x) — A®, ®). 
Hieraus folgt 


©,y)-y2)=(A-1 (2) =2Billel® 


2 8] ei? = ey) - Wo)| < |, W| + yo] S 2 el! el 
und somit 


oder 


Wil lllell bzw [rel Pl lell- (4) 
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Aus Satz 1 und (4) folgt die Behauptung. 


Satz 3. Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators A liegt ganz in dem 


Intervall [m, M] der reellen Achse, wo M = sup (A x, 2) und m = Se @ x, 2) ist. 
Neli=1 «= 
Aus den letzten Sätzen folgt, daß das Spektrum nur auf dr elle Achse 


liegen kann. Wir zeigen, daß die reellen , die im Äußeren von [m, M] liegen, 
regulär sind. 
Es siz.B.A>M, regen Man hat 


(4A,%,2) = (Ax,2) —Ma,x) < M(@,«) -A®,2)= —d|el?, 

hieraus folgt 
| A221 2 all. 
Andererseits ist aber 
(4) = ||4,@|||lell- 
Folglich ist auch 
IAzlzdlell; 

womit die Regularität von A bewiesen ist. Analog wird der Fall A <m be- 
handelt. 

Satz 4. M und m sind Punkte des Spektrums. 

Wir beweisen dies etwa für M. 

Bemerkung. Ersetzt man A durch A,, so verschiebt sich das Spektrum 
um A nach links, und m und M gehen über inm —A und M — A. Also können 
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit M m 0 annehmen. Dann ist 
M = ||A|| (siehe 8. 214). Wir beweisen, daß M ein Punkt des Spektrums ist. 

Es existiert nach Definition von M eine Folge {x,„} mit ||«,|| = 1, so daß 

Am) =M—-& mt 520. itund 5,0 geht. 
Ferner ist 
Az] s [All Ieal| = All = M 
Deshalb gilt 
ja - Mu] = (Au — MM, Am — Ma, 
= ||A ®,|? — 2 M (A x, %) + M?1@.|? 
sM?—2M(M—6,)M?=2M6, 
oder 
Am —Ma||<V2 MS. 
Somit gilt 
An -Mz]>0, Ill, 
woraus sich mit der Folgerung von Satz 1 ergibt, daß M zum Spektrum gehört. 


Folgerung. Jeder selbsiadjungierte Operator hat ein nichtleeres Spektrum.) 
2) In der Theorie der normierten Ringe wird bewiesen, daß ein beliebiger beschränkter 
Operator, der in einem BawacH-Raum definiert ist, ein nichtleeres Spektrum hat [9]. 
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Beispiele. 1. Wenn A der identische Operator Z ist, so besteht sein Spektrum aus 
dem einzigen Eigenwert 1, für den der Raum der Eigenelemente H, = H ist. Füri #1 


ist I, = 2 E ein beschränkter Operator. 


2. Wir definieren den Operator A aus (Z, [0,1] — 2, [0,1]) durch 
Azrt)=tel) (WSiSN). 
Offensichtlich ist m =0 und M<s1l. Wir zeigen, daß das Intervall [0, 1] das Spektrum 
von A ist. Hieraus folgt m=0undM =1. 


Es seiinder Tt0 <A 1lunds > 0. Wir betrachten an der Intervalle[),A + e], 
[A — A], welches in . TO, 1] liegt. Es sei 


1 
-—— für tefA,i-+e, 


2) = Ve 


0 für te[,i-+ge, 


dann folgt 
nn 
fra en Sue, 
Also ist 
%€L [0,1] und Jedi. 
Ferner ist . . 
Arzt) = (tb — A) wi); 
woraus 
A+es 
[Aa et)? — en Mi= 


folgt. Für e — 0 geht || A, ,|| > 0. Folglich istA mit 0 <A = 1ein Punkt des Spektrums. 
..4 hat keinen Eigenwert, denn es ist 


Ac)=(— Act), 


und wenn A,«(f) = 0 ist, so verschwindet (f — A) z({f) auf [0, 1] fast une und darum 
ist auch x(f) fast überall gleich Null. 


Invariante Unterräume. Ein Unterraum L des Baumes Z heißt invarianter 
Unterraum eines Operators 4, wenn aus ze L folgt AxecL. Wir geben ein 
Beispiel eines invarianten Unterraumes an. } sei Eigenwert eines Operators A 
und N, die Gesamtheit der zu diesem Eigenwert gehörigen Eigenelemente, zu 
der. wir auch das Nullelement zählen. N, ist ein invarianter Unterraum, da 
infolge der Gleichung Ar =ArxrauszeN, folgt AweN,. 

Ist L ein invarianter Unterraum eines Operators A, so sagt. man auch, 
Lreduziere A. Wir stellen einige Eigenschaften invarianter Unterräume selbst- 
adjungierter Operatoren zusammen. 

1. Aus der rar von L folgt die Invarianz seines a Komple- 
ments M=H-—-1. 

Es sei ze M. Dann ist (x, y) — 0 für jedes yeL. Da nun auch Ay für 
‚jedes ye L zu L gehört, ist (x, Ay) = 0. Weil A selbstadjungiert ist, erhalten 
wir für jedes yeLb:(Ax,y) = 0. Foglich ist, wie behauptet, AxecM. 
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Mit 6, werde der Wertebereich des Operators A,, d.h. die Gesamtheit der 
Elemente der Form y= Ax—Ax, wobei A Eigenwert ist, bezeichnet. 


Wir entnehmen H=G, + N,, denn wenn y eG, und u e N, ist, so wird 
yu)=(Ar—-In,u)=(w,Au—-Au)=(%0)=0. 


Also ist G,_| N,. Für ye G, und y € @, ist y = lim y, mit 91 € G,. Die Glei- 
chung (y,, w) = 0 führt uns zu Fu 


(y, u) = lim (y„u) =0, 
N 


und demzufolge ist G, | N;. 
Es sei nun für jedes ye G, (y, uw) =0. Für jedes ze H ergibt sich 


0=(Ar —Az,u)=(n, Au—/u) 
und 
Au—-JIu=0, d.h. weN);,. 


Folglich ist, wie behauptet, 
N,=H-%=H-4.. 


Aus der Eigenschaft 1 und dem eben bewiesenen Satz folgt: @, ist ein in- 
varianter Unterraum des selbstadjungierten Operators A. 

Mit N werde die orthogonale Summe aller Unterräume N, oder, damit gleich- 
bedeutend, die abgeschlossene lineare Hülle aller Eigenelemente des Ope- 
rators A bezeichnet. Das ist auch ein invarianter Unterraum des gegebenen 
Operators. Ist H separabel, so kann man in jedem N, ein vollständiges, end- 
liches oder abzählbares Orthonormalsystem von Eigenelementen konstruieren. 
Da die Eigenelemente aus verschiedenen N, orthogonal sind, erhalten wir 
durch die Vereinigung dieser Systeme ein orthogonales System von Eigen- 
elementen {x,}, das im Raum N vollständig ist. 

Der Operator A bestimmt in einem invarianten Unterraum L einen Ope- 
rator A, aus (L—L); und zwar gilt A,e—=Ax fürxeL. A, ist ebenfalls 
ein selbstadjungierter Operator. 

2. Wenn die invarianten Räume L und M orthogonale Ergänzungen zu- 
einander bilden, so ist das Spektrum von A die mengentheoretische Vereini- 
gung der Spektren von A, und Ay. 

Es sei A ein Punkt des Spektrums von A, oder Ay. Dann existiert eine 
Folge {x,} e Z (entsprechend M) derart, daß |[x,|| = 1 ist und ||A,,2,|| > 0 
geht. Da aber ||A, z,|| = ||A,, ®,|| ist, gehört A dem Spektrum von A an. 

A gehöre jetzt weder dem Spektrum von A, noch dem von Ay an. Dann 
existiert eine positive Zahl c derart, daß für beliebige yeL undze M 


Ay lAmylizelyl) und JArzellzellkli 
gilt. Aber jedes x e H hat die Form 
a=y+2z, yelL, zeM, |el®=|pll® + lel®. 
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Hieraus folgt 
Az = [1429 + Aral = (Aryl? + 1142 2119? 2 ec (yl? + IN? = ellell. 
Somit ist A kein Punkt des Spektrums von 4. 


Kontinuierliche Spektren und Punktspektren. N sei die lineare abgeschlossene 
Hülle aller Eigenelemente eines selbstadjungierten Operators A und @ihre ortho- 
gonale Ergänzung. Wie wir wissen, ist H als orthogonale Summe der Räume N 
und @ darstellbar. N ist ein invarianter Raum von A, folglich ist das Spektrum 
von A die mengentheoretische Summe der Spektren von Ay und Ag. Das 
Spektrum von Ay heißt Punktspektrum!) und das von A. kontinuierliches 
Spektrum des Operators A. Wenn N=H ist, so hat A ein reines Punktspek- 
trum. Dieses tritt bei vollstetigen Operatoren auf, wie wir in Kap. VI gesehen 
haben. Wenn der Operator kein Eigenelement hat, so ist das Spektrum des 
Operators rein kontinuierlich. Der Operator A aus Beispiel 2 ist von dieser Art. 


Operatoren mit reinem Punktspektrum. Der selbstadjungierte ‚Operator A 
habe ein reines Punktspektrum. Dann ist N = H, und folglich existiert ein 
vollständiges Orthonormalsystem von Eigenelementen {x,} mit 

Az, = Mn in: (5) 
wobei die A, Eigenwerte sind?). 

Jedes x ist in Form einer FouRIER-Reihe 


= N m&n mit cn = (%, %,) (6) 
Rn 


darstellbar. Wir bezeichnen mit P„ den Operator, der durch 
PR,2= (8,2%) nm = nn 
definiert wird. (P„ ist ein Projektionsoperator auf die Gerade tx,„, — 0o<t<{oo.) 
Die Reihe (6) kann auch in der Gestalt 
x=Ex= N P,% 
oder in Operatorform : 
E=NP, (7) 
geschrieben werden. Es folgt leicht " 
P,Pmn=0 für nm, 
PL= Bi: 
Nach (5) und (6) ist 
Az—= N Ann nn = Em Pak: (9) 
n 
(Da |A,| = ||A|| ist und 3% c, konvergiert, a.ie LE (Ay 6n)* konvergent.) 
n n 


ı) Häufig bezeichnet man als Punktspektrum eines Operators A die Gesamtheit aller 
seiner Eigenwerte. Nach unserer Definition zählen auch die Häufungspunkte der Menge 
seiner Eigenwerte zum Punktspektrum eines Operators. 

2) Vorausgesetzt H ist separabel. j 
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Man schreibt für (9) auch 
A=- 3 MP: (10) 


Dann folgt aus (9) und (6) die Relation 
Awa)=iAnon- an 


RN 


Somit haben wir die quadratische Form (A x, x) auf eine Summe von Ru 
draten reduziert. 
(11) ist gleichwertig mit 


(Av, 2) An (Pn%,%). (12) 


Es sei jetzt A nicht in der abgeschlossenen Hülle von {A,} enthalten. Dann 
existiert eine Konstante d > 0 derart, daß | — A „| > d ist. Man hat 
A,se=(A-IAN ge = N (,—A)P®. 


N 
Hieraus und aus (8) erhält man leicht 


a i 
N. ” 


Wegen P,x = 6, % gilt 


und da 


ist, so folgt 


und 


IR, < 


Also gehört A nicht zum Spektrum, Wir schreiben nun (13) um in 


R, = PIEn ee (14) 
Diese Formeln sind denen für quadratische Formen und für symmetrische 
(hermitesche) Matrizen im »-dimensionalen Fall analog. Sie unterscheiden sich 
nur von jenen durch die unendliche Summation. 

HILBERT untersuchte als erster in seiner Arbeit [11] die allgemeine Theorie 
der selbstadjungierten Operatoren und der entsprechenden Formen (A x, x), 
die er als Grenzwerte quadratischer Formen mit n Veränderlichen für n —> oo 
auffaßte. Bei unbeschränktem Anwachsen von n können die endlichen Sum- 
men sowohl in unendliche Summen als auch in Integralausdrücke übergehen 
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(diese werden später behandelt). Dem entspricht das Auftreten eines Punkt- 
spektrums und eines kontinuierlichen Spektrums. Das reine Punktspektrum 
ist besonders einfach wegen seiner vollständigen Analogie zum endlichdimen- 
sionalen Fall. In dieser Arbeit von HiILBERT ist die Klasse der vollstetigen 
Operatoren, die ein reines Punktspektrum aufweisen, untersucht worden. Wir 
geben hier einen von den allgemeinen Ergebnissen des Kapitels VI unabhängigen 
Beweis für die Diskretheit des Spektrums eines vollstetigen Operators an. 

Satz 5. Jeder von Null verschiedene Punkt des Spektrums eines selbstadjun- 
gierten vollstetigen Operaiors A ist ein Eigenwert von A. 

Wenn A-+0 ein Punkt des Spektrums von A ist, so existiert eine Folge 

{x„} € H derart, daß 


enl|=1 istund ||A m —Aan||->0 konvergiert. 


Indem man A x, — Aa, = „ setzt, geht ||y„|| > 0, und es ist 
we: 


4A bildet die Folge {x,} in eine kompakte Folge {A x„} ab. Daher existiert 
eine konvergierende Teilfolge {A x,,}. Mit ihr konvergiert auch die Teilfolge 


I 
Geht 2,,— x, dann strebt A x,,—> A x und auch y,,—> 0. Daher folgt aus (15) 


"dia oder Ax=/x 


Bi 


mit [el] = Jim |] = 1. 


Somit ist x Eigenelement und A Eigenwert von A. 

Folgerung 1. Jeder selbstadjungierte vollstetige von O verschiedene Operator 
hat wenigstens einen Eigenwert. 

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus Satz 1 und der Folgerung aus Satz 4. 

Folgerung 2. Jeder invariante von Null verschiedene Raum L eines selbst- 
adjungierten vollsietigen Operators A enthäli ein Eigenelement. 

Mit A ist auch A,e(L—L) vollstetig. Dieser Operator besitzt wegen 
Folgerung 1 einen Eigenwert. Folglich existiert in L ein Eigenelement des 
Operators A, und deshalb auch von A. 

Folgerung 3. Ein ebmadjungseher vollstetiger Operator besitzt ein reines 
Punkispektrum. 

Der invariante Raum @, der orthogonal zu allen Eigenvektoren ist, ist leer. 
Wäre @ nicht leer, so müßte nach Folgerung 2 @ ein Eigenelement enthalten, 
was im Widerspruch zur Definition von @ steht. 

Satz 6. Die Menge der Eigenwerte {},} eines selbsiadjungierten. vollstetigen 
Ogerators A kann nur einen Häufungspunkt A = 0 haben. 

‘ Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 7, 82, Kap. VI, man kann ihn aber 
leicht unabhängig davon beweisen. Wenn eine Folge von Eigenwerten {2} 
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existieren würde mit |A,| 2c> 0, so hätten wir wegen der Orthogonalität 
für Eigenelemente x, mit ||@,|| = 1 


||4 &n — A am]? = ||An &n — Am m mt mZ20 falls mHn ist. 


Dann wäre aber die Folge {A x,} im Widerspruch zur Vollstetigkeit von. A 
nicht kompakt. 
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Die Zerlegung der Einheit. Die Gleichungen (7), (10), (14) von $4 werden 
auf beliebige selbstadjungierte Operatoren verallgemeinert. 

Lemma. A und B seien selbstadjungierte vertauschbare Operatoren, und es 
sei A® = B?. Dann gilt für die Projektion P auf das Radikal von A — B: 

1. Jeder mit A — B vertauschbare lineare beschränkte Operator O ist mit P 
vertauschbar, 

2. aus Ax=0 folgt Px=x, und es ist 

83.4A=@2P-—E)B. 

Wir betrachten die Menge der zeH, für die (A— B)xz=0 ist. Diese 
Menge bildet einen Unterraum L< H. P ist der Projektionsoperator auf L. 
Wenn C mit A — B vertauschbar und ye L ist, so gehört Oy ebenfalls zu L, 
denn esist (A — B)Cy= C(A — B)y= 0. Daher ist OPxe Lfürallxe H 
und darum auch PCPxz=CPa, d.h. PCP=CP. Analog ergibt sich 
C*P=PO0*P. Hieraus folgt PC=(C*P)*=(PC*P)*=PCP. So- 
mit ist COP=PC, und 1 ist bewiesen. Insbesondere ist AP=PA und 
BP=PB. 

Es gelte Ax=0. Dann ist 

|B «|? = (B», Bx) = (B?x, 2) = (A’x, x) = ||Ael?=0, 
d.h. Be=0. Also gilt 
(A-Bxe—=0, 
folglich ist 

j Pxe=x 5 
und 2 ist ebenfalls gezeigt. 

Es ist schließlich 

(4 — B)(A+B)= A? — B=0. 
Deshalb gilt für alle x 
(A-+-B)xeL 
und somit 
. P(A+B)z=(A+B)e, 
d.h. 
PA+B=AH+B. 


Da nun aber außerdem P(A — B) = 0 ist, so wird 


P(A+B)-P(A-B=4A+B 
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und 
A=(2 P-E)B. 


Das Lemma ist hiermit bewiesen. 


Satz 1. Zu jedem selbstadjungierten Operator A ewistiert ein Projektions- 
operator E, mit den Eigenschaften: 


1. Ein beliebiger, mit A vertauschbarer linearer beschränkter Operator C ist mit 
E vertauschbar; 

2.esit AE, 0, A(KE— E,)<O0 und 

3. wenn Aw =0 ist, so folgt E,2 = x. 

Es sei B die positive Quadratwurzel aus A?. Bezeichnen wir den nach dem 
oben bewiesenen Lemma existierenden Operator mit E,, so gilt 1. und 3. 
Wegen dieses Lemmas gilt auch 

"A=(@H,— EB, 
demnach 


AE,=BE,20, AB-E)=-(E-B,)B<o, 


da das Produkt zweier vertauschbarer positiver Operatoren wieder ein posi- 
tiver Operator ist. Satz 1 ist damit vollständig bewiesen. 
FO: ; 1 

Wir bemerken, daß aus Gleichung A = (2E, — E) folgt. BE, = 34+B) 
und hieraus 


AB,=z(A+B), 
AB—-B)=3(4-B). 


Der Operator A E, wird mit A, bezeichnet und heißt positiver Teil von A. 
Für A(E — E,) schreibt man A_ und nennt A_ den negativen Teil von A. 
Es gilt dann 
A=A,+A.. 
Beispiele. 1. X sei eine symmetrische Matrix n-ter Ordnung mit den Eigenwerten 


Ay Ag An, wobei die A,,Ay .. .,Az kleiner als O und die Apı1, Ak +2, - - -;An größer als 0 
sind. Man hat also (siehe S. 87) 


Dann ist 
0 hy 
0 man] # um. 
Ak+1 = 0 
ze 0 er 
An 0 
2. Es sei der Operator A in Z, [—1, +1] durch die Gleichung 
Aazlt) = teilt) 


W=lU 


16 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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definiert. Dann ist 


A. a, az 


&{). 


Satz 2. Jeder selbstadjungierte Operator A erzeugt eine Schar {Ey} von Pro- 
jektionsoperatoren, die von einem reellen Parameter (— © <A<- 00) ab- 
hängen und die folgenden Bedingungen erfüllen: 

1. Au AC= 0A folgt E,C—= CE, für jedes A, 

2. E,<E, für <m 

3. E, ist stetig von links, d. h., es ist E,, = Ey, 

4. E,= 0 für — @<AS mund E,=Efür M<A<+ o,wom und M 
die untere bzw. die obere Grenze von. A sind. 

Die Schar {E,} heißt die durch A erzeugte Zerlegung der Einheit. 

Wir bringen zunächst Beispiele solcher Zerlegungen. 


1. A sei eine symmetrische Matrix n-ter Ordnung .. 


Mn 0\ 
a=-ul '-. Jun 
0% 


mit <<< <A, und & seien. Eigenvektoren, die den Eigenwerten A; ent- 
sprechen. Für , <A <A; +1 bezeichne E, den Operator, der auf den durch die Vektoren 
&1 &9 - - -, &; erzeugten i-dimensionalen Unterraum projiziert. Für A<hsäih,h= 9, und 
für A>i, seily=E#E 


2. Es sei A in I, [—1, 1] durch die Gleichung 


Aaft) =teft) 
definiert. Dann ist 


xt) für t<A. 
FüriA< — 1 ist. offensichtlich Z, = O, und für A<1 wird DB, =E£.. 

Wir führen nun für den Satz 2 den 

Beweis. A sei eine reelle Zahl und AA = A —AE. Mit E, bezeichnen wir 
den Projektionsoperator E — E,(A). E,(A) ist der für A, nach Satz 1 kon- 
struierte Projektionsoperator. 

Bedingung 1. wird offensichtlich erfüllt. Hieraus folgt insbesondere, daß 2 
und E, für beliebige A und u vertauschbar sind. 

Wir "betrachten 3. und untersuchen für A < u den Projektionsoperator 


P=E(E-B,). 


0 für t=A, 
Ey xl) = 


Es ist 
E,P=E(E E)=BH(E-E)=P (1) 


und analog - 
(E-E)P=P._ (2) 
Nach Definition von E, ist 

(A-AEE,=0O, (8) 


(A-uE(B—-M)<O. (4) 
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Wir setzen für beliebiges veH Px=y. Aus (1) und (2) folgt 


E,y=E,Pxe=Paxı=y 
und analog 
E-E)y=y. 


Aus (3) und (4) ergibt sich nun 
(A-2DMyy)=(A-uB(E-2)49)20. 
Aus beiden Ungleichungen erhält man 


(ve -Ny,y)<0 


“A| =P0. 


oder 


Da nun nach Voraussetzung u — A > 0 ist, so folgt hieraus, dß y=Px=0 
ist, und da ze H beliebig war, sit P=0,d.h. : 


E,(E a E,E,=0; 
und 2. ist bewiesen. 
Wir betrachten das halboffene Intervall 4 = [A, „) der Zahlengeraden. Für 
den Projektionsoperator E(A) = E,— E,ist 


E,E(4) = E(4) 
und 
(BE — B,) E(A) = Bid). 
Deshalb ist j 
(A-uB)E(A)=(A—uBB,EA<O, 


(A—-AE)EA)=(A-AE)(E— E)E(A)=0O 
und folglich = 
ABA) < A B(4) < u HA). 8 


Wir beweisen jetzt 3. Für beliebiges x e H ist der Ausdruck (E,x, x) eine 


nichtfallende Funktion von A. Daher existiert lim (E,x, x). Man erhält hieraus 


: n Ag 
die Konvergenz von Ich 


E,« — B,@|? = ((B, — B,)2,«) = (E,s,«) — (E, 2, 0) > 0 
für A <py<wA->uundv-— u. Folglich existiert für alle ze H | 


lim 2 = E,_o®. 


Au 
5 # A>u ; 
Es ist leicht zu sehen, daß E,_, ein Projektionsoperator ist.. Wir beweisen, daß 
E,- = #, 


16* 
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gilt. Es sei 
E(A,) = E, ST E,.-0 
Dann geht 
Bid) = E,„— E,—> E(4,) für i>mwA<u 


im Sinne der punktweisen Konvergenz von Operatoren. Geht man nun in der 
Ungleichung (5) zur Grenze über, was offensichtlich möglich ist, so erhält man 
EA)=AE(A)). 
Es sei jetzt x e H beliebig und y = E(A,) x. Wegen der vorhergehenden Glei- 
chung ist 
woraus man nach 3. von Satzl E,y=0 erhält. Aus E, E(A) = E(A) ergibt 
sich durch Grenzübergang 
E, E(A,) — E(A,) 

und folglich an 
. EA)e=E, EA)«<=E,y=®. 

Da x e H beliebig war, ist E(A,) = O, und 3. ist bewiesen.!) 

Es bleibt 4. zu beweisen. Es sei} < m und E, = O. Dann existiert ein x, so 
daß E,x == 0 ist. Man setzt #,2 = y und hat E,y = y, wobei man ||y|| = 1 
annehmen kann. Dann ist nach (3) 


(Ayy) -A=(AyyY)-MYy)=(A-ID)yy)=(A-AD)Eyy)<o, 
d.h. 


(Ayy),zsiA<m, 


was im Widerspruch zur Definition der Zahl m steht. Folglich ist E, = O0 für 
) < m und wegen der Linksstetigkeit auch Z,„ = 0. Analog zeigt man Z, = E 
für A>M. 


Spektraldarstellung eines selbstadjungierten Operators. Satz 3. Für jeden 
selbstadjungierten Operator A und für jedes positive e gilt 


M-+e 
A= [ Adk,, (6) 
Mm 


wobei das Integral als Grenzwert von STIELTSESSchen Summen im Sinne der gleich- 
mäßigen Konvergenz im Raum der Operatoren aufzufassen ist. 

Beweis. Das halboffene Intervall [m, M +e) mit e> 0 sei in die halb- 
offenen Intervalle A,, Az, - . ., An zerlegt, wobei A, = [Ax, 14x) ist. Für jedes A, 
ist nach (5) 

Ay E(A )SAEB(A, .) S Hr EA). 


1) Nach der Definition von E, gehören Elemente, für die (A—AE)x=0 ist, zur 
orthogonalen Ergänzung des Unterraumes Lg,. Wenn jedoch -Z, so definiert wird, daß 
diese Elemente in Lg; abgebildet werden (was ohne Vesang von 1.,2. und 4. gemacht 
werden kann), so wird E, von rechts stetig. 
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Summiert man. über k und berücksichtigt 
so folgt 


Man wähle nun », € [A,, 4,), dann ist 


(4 -n) Bid) <A— Em Ei) S 2 m m) Bid). 


k-1 
Wir setzen max (1; — A.) = ö6 und finden aus diesen Ungleichungen 
k 
—ÖE<A-— YwE(4A, <öE 
k-1 

und folglich 
k=1 

Hieraus folgt 


<ö, 


N 
4 — % vr E(4;) 
k=1 
d.h., es ist 
n M-+e 
A=lm NY, H(A)= f AdE,, 
n.k=1 m 


was zu beweisen war. Für einen vollstetigen Operator geht diese Gleichung in 
(10), $ 4, über. B 

Bemerkung. Da die Konvergenz einer Folge von Operatoren { A„} gegen A 
im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz die punktweise Operatorenkonver- 
genz und die Konvergenz der quadratischen Formen (A4„x, x) gegen (Az, x) 
zur Folge hat, so folgt aus Satz 3 


n M-+e 
l. Ax=lm Y n E(A,)®e= f AdE,« 
n kl m 
und 
nr M-+e 
2. (Ax,2)=lm SV m (EA)®,2)= fAd(E,®,«) 
n k=-1 m 


für alle ze H. 


Operatorfunktionen. Resolventen. Spektren. Definition von F(A). Wir 


definieren 
M-+e 
f F (A) dE, E 
wobei F(A) eine beliebige komplexe Treppenfunktion auf dem abgeschlossenen 


Intervall [m, M] und {E,} die von dem selbstadjungierten Operator A erzeugte 
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Zerlegung der Einheit ist. Wenn A, eine Unstetigkeitsstelle dieser Funktion ist, 
so verabreden wir, daß F(A,) = F (A, + 0) gesetzt wird. Wir setzen F(}) auf das 
halboffene Intervall [m, M + e) fort, indem wir dort F(A) = F(M) definieren. 
Es ist also F(}) =», auf A, = [A rn) (k=1,2,...,n), wobei 


ist. 
Per definitionem ist 
M+e 
f Fü) dE, = Z& Y E(A,). 


Es ist leicht zu sehen, daß auch die en 


M-+e 


m 
f Fü) dE, = X v, E(4,) 
M k=1 
gilt, wo A, beliebige Teilintervalle der A, sind, deren Vereinigung das Inter- 
M+e 
vall [m, M -+e) ergibt. Den Operator f' F(A)dE, bezeichnen wir mit F(A). 


m 
Er ist eine von der Funktion F(A) der reellen Veränderlichen} abhängige 
Funktion des Operotors A. Man erhält auf diese Weise eine Zuordnung der 
Treppenfunktionen einer reellen Men nderlichen zu den Operatorfunktionen 
von A. 


Diese Zuordnung besitzt die folgenden Eigenschaften. 


1. Wenn 
Fü) = a FA) + bFy(A) 
ist, so gilt 
F(A)=aF,(4) +bF;(A) (Additivität). 
2. Für 
| (0) = F,(A) Fı(A) 
ist 


F(A) = F,(4) Fs(4) (Multiplikativität). 
3. F(A) = (F(A))* ‚ wo F die konjugiert komplexe Funktion bezeichnet. 
4. [A|] S max [m 
5. Aus A B= B’A folgt F(A) B= B F(A) für jeden beschränkten linearen 
Operator B. 
Zum Beweis der 1. und 2. Eigenschaft zerlegen wir [m, M -+ e) in die Teil- 


intervalle A,, auf denen die beiden Funktionen F(A) und F,(A) konstant sind. 
Dann hat man für FA) = a FA) + b Fs(A) 


F(A) = 2 (ac) + bc) B(A,) 
k=1 


= aD HA) + 6% c® ElA,) = a Fı(A) + b Py(A) 
k=1 k=1l 
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und für Fü) = F{}) F,(A) wegen der Orthogonalität von E(A,) und E(A,) für 
kl 


P,(A) Fa) = (Ze ma DIPLZT )-, ZRP EAN) = RA). 
k=1 I=1 
Weiter silt 
(FA)o,y) = 


— 


ö - k=1 k=1 
hieraus folgt 
(F(A))* = (A). 
Schließlich ist 
(FA) », 2)| = PX, (E(A,) &, ®) zz el (E(A,) 2, ®) < max IF(A)| (®, 2) . 


Hieraus ergibt sich 
Ira)l| a (FA) x, x)| < max Ira). 


Die 5. Eigenschaft ist offensichtlich. 

Aus der Definition von F(A) folgt insbesondere, daß E(A) = x,(4) ist, wo 
XalA) die charakteristische Funktion des halboffenen Intervalls A bedeutet. Es 
sei jetzt F{A) eine beliebige auf [m, M] stetige Funktion. Wir setzen sie auf 
Im, M -+ e) fort, indem wir F(A) = F(M) für e(M, M -+ e) setzen. Es existiert 
eine Folge von Treppenfunktionen F,(A), die auf [m, M + e) gleichmäßig gegen 
F(A) konvergiert. Wir betrachten die zugeordneten Operatorfunktionen F(A). 
Es geht 


7 „(4) — Fu(A)|| < max |P„(2) — PA) >0 für mn oo. 
A 


Wegen der Vollständigkeit des Raumes der Operatoren existiert ein Operator 
B= lim F,(4). 
Das Integral 
M ER ' 
f FÜ) dE, 
a 


ist nach. Definition von B die durch die Grenzfunktion F(A) erzeugte Operator- 
funktion, die wir mit F(A) bezeichnen. Man überzeugt sich leicht davon, 
daß dieser Prozeß von der speziellen Wahl der gegen F{A) konvergierenden 
Folge F,(A) unabhängig ist. Nun ist leicht nachzuprüfen, daß die Eigen- 
schaften 1. bis 5. im Falle stetiger Funktionen erhalten bleiben. Insbesondere ist 


M-+e 
Ar— (MdB, n=0,1,2. 
m 


Resolventen. Die Zuordnung zwischen den Funktionen einer reellen Ver- 
änderlichen und den Operatorfunktionen kann man zur Untersuchung von Eigen- 
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schaften der selbstadjungierten Operatoren insbesondere der Spektraleigen- 
schaften verwenden. Wir beschränken uns hier auf die folgenden drei Sätze. 


Satz 4. Für gegebenes A und A, existiert die Resolvenie BR, = (A — 4, BE)", 
wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 


1. A, ist nicht reell, 

2. A, ist reell und liegt außerhalb des abgeschlossenen Intervalls [m, M], oder 

3. wenn A, € [m, M] ist, so existiere ein halboffenes Intervall [a, ß) mit « <A, 
< ß innerhalb dessen E, konstant ist. 


Dann ist stets 
M+e 
dE; 


“WI 


m 


Beweis. In den ersten zwei Fällen ist die Funktion 


R, 


M+:s M-e M+e. 


dE 
f nn f een [ dH,—B. 
Und weil 
M-e 
f A—-A)dEb,=A—AE 
ist, gilt 
M-+e 
dB, 
} Ah 


Im dritten Fall zerlegen wir [m, M -- e) in drei halboffene Intervalle Im, a), 
[&, 8) und [f, M +). Es sei 


a re a Bier 


und auf ja, 8) sei o(A) linear, wobei p(a«) = — o(ß) = 7, 18t- Für jede 


Funktion w(A) ist wegen der Konstanz von B Fr 


8 
Jyia)dE,= 0, 
daher können wir auch 
M+. M+s 


dE 
J Y(A) dE, == 1; 1 =, 


m 
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schreiben. Man hat also wie auch in den ersten zwei Fällen 


Fe m M-+e 
[Er [a-man=#. 
m m 


Hieraus folgt die Existenz von 
M-+e 


dE; 
R,, == [ ji = Ro . 


m 


Satz 5. Wenn R,, für ein reelles A, ewistiert, so liegt A, im Innern eines Inter- 
valles [a, ß) in dem E, konstant ist. 
Wir bilden für ein beliebiges x e H 


M-+es 
(A-4B)az= [ (A—A)dE,% 


und wenden auf beiden Seiten den Operator R,, E(A) an, wo A =[a,ß) ein 
gewisses halboffenes Intervall ist, welches A, in seinem Innern enthält. Man be- 
kommt 2 
8 
EA)e=R, (ja — As) 3.3). 
Hieraus folgt 
24) el s |IR.|| 


8 
[a—A)dE,« 


Nun wird aber, wie man leicht verifiziert, 


fa — 1) dE, & 


wo.c = max {ß — Ay, Ag — a} ist. Folglich ist 
EA all se ||R,|| 2A) ell. 


se||BA)el|, 


isn 
Wir wählen jetzt das Intervall [a, ß) so klein, daß c ||R, || <75 wird. Dann 
erhält man 


IN all <z mW el. 


Das ist aber nur möglich, wenn E(A) x = 0 ist, und da x e H beliebig war, muß 
E(4) = 0 sein. Also muß für jedes halboffene Intervall 4’ CA erst recht 
E(A’) = O sein. Das bedeutet aber, E, ist in [«, f) konstant. 

Aus Satz 4 folgt unmittelbar: Die Menge der regulären Punkte eines selbst- 
adjungierten Operators A ist offen. Folglich stellt das Spektrum von A eine 
abgeschlossene Menge auf der reellen Zahlengeraden dar (die Abgeschlossenheit 
des Spektrums von beschränkten linearen Operatoren in reellen BanacH-Räumen 
ist in Kap. III bewiesen worden). 
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Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators. 


Satz 6. A, ist Eigenwert eines selbstadjungierten Operators A genau dann, 
wenn A, eine Unstetigkeitsstelle von E, ist. 


Notwendigkeit. Es sei für ein gewisses x, = 0 


Au - Au=0d.: 
Dann ist 
((A — Au E)? 2%) = 0 
und folglich 


M-+e 
f (l — A) d(E, u %) = 0. 


Da der Integrand nicht negativ ist und die Belegung monoton wächst, ist 
such 
[a 
f (A — A)? 4 (Ey 29, %) — 0 


[3 


für beliebige Intervalle [&, $). Insbesondere ist für jedes & > 0 
M-+e 
f (A —APd(E, 2%) = 0: 
Ägate 
Da auf dem Integrationsintervall (A — A,)? = e? ist, so wird erst recht 


M+s 


= f IE, %, %) = &° [80 0) — (Erts %o %o)] = 0. 
o+E& 
Folglich ist 
(2 20) — (Er te u Lk)—=0, 
d.h., es gilt 
Er 42% = % - (7) 
Analog wird 


ze 5 R ; 
[ A- A) d(E,2,%) = 0; 


woraus wir unter Berücksichtigung von #„ = 0 
Er -e %, = 0 : (8) 
erhalten. Aus (7) und (8) folgt 
(Byte en Ei.) % = %g) 
und da e beliebig war, ist 


E (Ei, +0 = E,) U=%- 


}, ist somit. eine Unstetigkeitsstelle von E,, wobei der Eigenvektor x, in dem 
Unterraum liegt, der dem Projektionsoperator E40 — E,, zugeordnet ist. 
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Hinlänglichkeit. Es sei BE, 40 + E,, und x, ein beliebiges Element des 
‘Unterraumes, der E, +0 — £,, zugeordnet ist. Dann wird 


(Er +0 = E,) %=% 
d.h., x, liegt in der orthogonalen Ergänzung von Ly, in Ly, +0" Daher ist 


Er =-%: Ent = 09- 
Also ist sicher 
— E,o=% für A>% 
und folglich 
EA), =, fü A=A.A+E). 


Dann wird aber 


As = AHA, = Sranım. 


Ay ko = Ay E(A) 2, = N A, AR, %, 
und folglich x 
Aa — Ayo = 7 M-)dE%. 
Hieraus ergibt sich 


Au —Arl| se |I#(A) | Se ||xoll » 


und da e beliebig war, ist 
Az — All =0. 


Wir haben gleichzeitig gefunden, daß der ganze Unterraum, der dem Operator 
Er,+0 — E,, zugeordnet ist, aus den Eigenvektoren von A besteht, die zu dem 
Eigenwert A, gehören. 


$ 6. Unbesehränkte lineare Operatoren. Grundlegende Begriffe und Definitionen 


Im vorangegangenen Paragraphen untersuchten wir lineare beschränkte 
Operatoren, die auf dem gesamten Hınserr-Raum definiert waren. Jedoch 
entspricht eine ganze Reihe äußerst wichtiger Operatoren nicht diesen Vor- 
aussetzungen. Das gilt beispielsweise für den Differentiationsoperator 


d 
A= = 
Er ist nur auf der in L,[— r, x] überall dichten Menge der differenzierbaren, 
quadratisch summierbaren Funktionen definiert. Der Differentiationsoperator 
ist auf dieser Menge nicht beschränkt, denn für x,(t) = sin n t gilt 
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Ist ein linearer Operator auf einer überall dichten Menge des Raumes H 
definiert und beschränkt, so ist er auf dieser Menge gleichmäßig stetig und kann 
eindeutig stetig auf den gesamten Raum fortgesetzt werden. Für eine gewisse 
Klasse von Operatoren ist auch die Umkehrung gültig. 


Satz 1. Ist ein linearer Operator A auf dem gesamten Raum H definiert und 
gili für alle x und y aus H(Ax,y) = (&, Ay), so ist er beschränkt und damit 
stetig. 


Wir nehmen das Gegenteil an. Dann existiert eine Folge {=,}cH mit 
Ia||=1 und ||A <|| — ©. (1) 


Wir betrachten die Funktionale 
Ja) = (A, ,) = (8 Aa). 
Sie sind additiv und homogen, außerdem gilt 
Aal = IA m)| S |A all Ienl| = IA @ll = or - 


Nach dem Satz von BANACH-STEINHAUS sind die Normen dieser. Funktionale 
gleichmäßig beschränkt: ||f,|| < e. Nun ist |]},|| = ||A ®.!|, daher ||A || < e, 
und das ist wegen (1) unmöglich. Wir gelangen also zu einem Widerspruch. 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Wir untersuchen jetzt diejenigen auf einer in H überall dichten linearen 
Mannigfaltigkeit D(A) c H definierten Operatoren A, deren Wertebereich in H 
liegt und die auf D(A) linear sind, d.h. für alle x, ye D(A) und alle Zahlen « 
und ß der Beziehung 

Alkza+ßy)=aAx+PÄy 
genügen. 

Die Menge D(A) heißt Definitionsbereich des jeweiligen Operators. Die Menge 
R(A) = A D(A) heißt Weriebereich des Operators. Zwei Operatoren A und B 
sehen wir als gleich an, wenn D(A) = D(B) und Ax = B xfür jedes x e D(A) ist. 
Ist jedoch D(A) c D(B) und Ax = Bx für jedes x e D(4), so nennen wir den 
Operator Beine Erweiterung oder Forisetzung des Operators A und den Operator 
A eine Zinengung des Operators B. Wir werden in diesem Falle A c B schreiben. 

A und B mögen zwei lineare Operatoren mit.den Definitionsbereichen D(A) 
und D(B) sein. Auf den Elementen der linearen Mannigfaltigkeit L = D(A) 
N D(B) sind beide Operatoren erklärt. Der Operator 


(A+B)e=Ax+Bax, xeL, 


heißt Summe der Operatoren A und B. Die Mannigfaltigkeit L enthält immer 
das Nullelement und ist folglich nicht leer, die Summe der Operatoren aber 
erhält erst dann einen nichttrivialen Sinn, wenn L ein von Null verschiedenes 
Element enthält. Diese Bemerkung bezieht sich auch auf die folgenden Defi- 
nitionen. 
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In D(A) existiere nun eine Teilmenge D, so daß Axe D(B) für alle ze D 
wird. Dann ist das Produkt des Operators B mit dem Operator A auf.D definiert: 


(BA)zx=B(Ar). 


Analog wird das Produkt A B erklärt. 

Bildet der Operator A D(A) auf R(4) umkehrbar eindeutig ab, so existiert 
der inverse Operator A-! mit dem Definitionsbereich R(A) und dem Werte- 
bereich D(A). Es kann der Fall eintreten, daß R(A) = H und der inverse Opera- 
tor A-! beschränkt ist, obwohl A ein unbeschränkter linearer Operator war. 
Es kann auch der umgekehrte Fall vorkommen: Ein beschränkter linearer 
Operator A besitzt einen unbeschränkten inversen Operator. So verhalten sich 
z. B. die Operatoren auf 8. 111, wenn man sie als Operatoren im Raum 2,[0, 1] 
betrachtet. 


Der adjungierte Operator. A sei ein auf einer in H überall dichten Mannig- 
faltigkeit D(A) definierter linearer Operator. Wenn das Skalarprodukt (A x, y) 
für ein festes y und jedes x € D(A) in der Form 


dargestellt werden kann, sagen wir, y liege im Definitionsbereich D(A *) des zu A 

adjungierten Operators A*, und der adjungierte Operator selbst wird durch die 

Gleichung 
A*y=y* 


erklärt. Da D(A) nach Voraussetzung in H überall dicht liegt, wird durch 
Gleichung (2) das Element y* eindeutig bestimmt. D(A*) wird eine lineare 
Mannigfaltigkeit und A* ein linearer Operator. Der Definitionsbereich des 
adjungierten Operators ist immer nichtleer, er enthält mit Sicherheit das Null- 
element. 


Beispiel. H sei gleich L,(@) und @ ein beschränkter meßbarer Bereich der x, y-Ebene. 
1 


Wir betrachten den Operator A = Dal a . Er ist auf der in @ überall dichten Mannig- 


faltigkeit derjenigen Funktionen y(x, y) definiert, die mit ihren Ableitungen bis /-ter 
Ordnung einschließlich stetig sind und in einem Randstreifen des Gebietes G (der von 
der Funktion abhängen kann) verschwinden. Da D(A) in Z,(6') überall dicht lag, existiert 
der adjungierte Operator A*. Wir erinnern uns an die auf S. 65 gegebene Definition und 
finden, daß D(4*) die Gesamtheit derjenigen Funktionen o(z, y) ist, die eine verallgemei- 
nerte Ableitung /-ter Ordnung besitzen; A* ist der Operator der verallgemeinerten 
l, 
Differentiation A*FQo = Pe : 


Ein auf D(A) definierter linearer Operator A heißt symmetrisch, wenn für alle 
x,y e D(4) die Gleichung 
erfüllt ist. 
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Im Falle beschränkter Operatoren fällt der Begriff des symmetrischen Opera- 
tors mit dem Begriff des selbstadjungierten zusammen. Für unbeschränkte 
Operatoren sind das, wie wir unten sehen werden, verschiedene Begriffe. 

Wie bei den beschränkten Operatoren ist für die Symmetrie von A notwendig 
und hinreichend, daß (4 x, x) für jedes x € D(A) reell ist. Bei einem symmetri- 
schen Operator zieht die Enthaltenseinsrelation y € D(A) die Relation y e D(A*) 
nach sich, und es gilt für y e D(A) 


Ary=Ay. 


Deshalb ist A*> A, d.h., ‚ für einen symmetrischen Operator A ist der? zu 2 ihm 
adjungierte Operator eine Erweiterung von A. 
Aus A c Bfolgt B*c A*. 


Satz 2. Existiert der Operator A- 1 und besitzt ebenso wie der ER A 
einen überall dichten Definitionsbereich, so existiert (A*)"! und ist gleich (AT) *. 


Es sei y e D((4-")*). Für alle x e D(A) gilt 
(w,y) = (ATAn,y)= (Aw, (Am)*y). 


Lesen wir diese Gleichung von rechts nach links, so sehen wir (A=1)* ye D(4*) 
und ze 


Ar (A*y=y. | 8) 
Analog ist bei a’ € D{A-1), y’ « D(A4*) m 
@,y)=-(AATE,y)= (Ara, Ar), 
und daraus folgt wie oben A* y’ e D((A-*)*) und ; 
(Amr Ary=y. | (4) 
Aus (2) und (4) folgt die Existenz von (A *)7! und die Gleichheit mit (A-1)*, : 
Ferner kann 
AA)F=AA*, 
(A+B*H)3A* + B*, 
(A B)* > B* A* 
bewiesen werden. 
Wir berühren jetzt die Frage der Vertauschbarkeit zweier Operatoren. A sei 
ein linearer Operator mit dem Definitionsbereich D(A).und B ein beschränkter 
linearer Operator. Man sagt, B ist mit A vertauschbar oder B kommautiert mit A, 
wenn aus ze D(A) folgt Bxe D(4) und ABx—=BAx. Den allgemeineren 
Fall der Vertauschbarkeit zweier unbeschränkter Operatoren deinieren wir 
weiter unten. 
Wir geben noch eine Definition an.. A und B seien lineäre Operatoren. A sei 


mit jedem beschränkten Operator vertauschbar, der mit B kommutiert. Wir 
werden dann sagen, daß der Operator A mit B ko-kommultiert. 


s 
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Abgeschlossene Operatoren. Die Abschließung eines Operators. Ein unbe- 
schränkter linearer Operator ist nicht stetig. Aus der Beziehung x, — x, folgt 
im allgemeinen nicht, daß {A x„} gegen einen Grenzwert strebt. Jedoch be- 
sitzen einige unbeschränkte lineare et eine schwächere IBSRSeDBft, 
die zum Teil die Stetigkeit ersetzt. 

Sei A ein linearer Operator mit dem Definitionsbereich D(A). Folgt aus den 
Bedingungen {x,}c D(A), & — &g A&n > Yo 


z,eDA) und „=Ar,, 


so heißt der Operator A abgeschlossen. 
Als Beispiel eines abgeschlosserien Operators kann ein zu einem beliebigen 
linearen Operator adjungierter Operator, dienen. 
Es sei y„ e D(4*) und 
Yn>Yr A’ym>%- 
Für jedes x e D(4) gilt 


2 (2, A yn) = (A &, Yn) > (A.®, Yo) - 
Andererseits ist i \ 
j (z, 4A # Yn) = (x, 20) . 


Folglich gilt für jedes x e D(A) 
(A, Yo) = (20) - 


Demnach ist y, € D(A*) und A* = = 2%: 

Als Beispiel eines nicht abgeschlossenen Operators dient der auf 8. 245 einge- 
führte partielle Differentiationsoperator. 

Wir werden sagen, der Operator A erlaube eine Abschließung, wenn ein abge- 
schlossener Operator B existiert, der eine Erweiterung von A darstellt (d.h. 
B>» A): Unter den verschiedenen abgeschlossenen Erweiterungen eines gege- 
benen, eine Abschließung erlaubenden Operators A kann man eine sogenannte 
minimale abgeschlossene Erweiterung finden, die in jeder anderen abgeschlossenen 
Erweiterung von A enthalten ist. Die minimale abgeschlossene Erweiterung 
von A heißt die Abschließung von A und wird mit A bezeichnet. Die Existenz 
der Abschließung und ihre Eindeutigkeit für jeden eine Abschließung erlauben- 
den Operator werden wir nicht beweisen, sondern uns nur auf den Fall symmetri- 
scher Operatoren beschränken. 


Satz 3. Zu jedem symmetrischen Operator A kann eine Abschließung A kon- 
strwiert werden. 


Wir bezeichnen mit D(A) die Gesamtheit der Elemente x « H, für die es eine 
Folge {x„} c D(A) mit j 
mr, Amy 


ib, wobei y ein Element aus Z ist. 
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Offenbar ist D(A) eine lineare Mannigfaltigkeit und D(A) c D(A). Wir setzen 

für © € D(A) 
Ax=y. 
Diese Definition ist eindeutig. {z,} c D(4A) sei eine andere Folge mit 
.>x, Am>y. 
Wegen der Symmetrie des Operators ist für jedes he D(A) 
(h,y—y)=lim(h, Am, — Aw) =lim(Ah,,— %)=(Ah,xr—-a)=0. 
N N 


Da D(A) in H überall dicht ist, folgt y = y’. Der Operator A ist offensichtlich 
linear und eine Erweiterung des Operators A. 
Der Operator A ist symmetrisch, weil für alle x, y e D(A) 


(@, Ay) = lim (on, A Yu) = lim (A 0, 9) = (A, y) 
gilt. ; E 

Der Operator A ist abgeschlossen. Unter den Voraussetzungen {x,}< D(A), 

&u>®, Ax,— y gibt es wegen x, € D(A) ein Element x, € D(4A), so daß 

Im -zll<z, dm Anl <- 
wird. Dann aber folgt &,—x, Aa,—y und damit nach der Definition der 
Menge D(A) und des Operators A: x e D(A) und Ax = Y. 

Daß A eine minimale abgeschlossene symmetrische Erweiterung des Opera- 
tors A ist, ergibt sich daraus, daß jedes Element x e D(A) dem Definitionsbereich 
einer abgeschlossenen Erweiterung des Operators A angehören muß. 

Daraus ergibt sich auch bereits die Eindeutigkeit der Abschließung A. 

‚Bemerkung. Ist A die Abschließung eines symmetrischen Operators A, so ist 
(A)* = 4A*. 

Wegen A c Aist (A )* c A*, und man braucht nur die umgekehrte Enthalten- 


seinsrelation nachzuweisen. 
Es seiye D(A*) und x ein Element von D(A). Es ergibt sich 
(A &, y) = lim (A 2, y) = lim (x, A* y) = (0, A*y). 
Rn NR Br 
Diese Gleichung beinhaltet die Beziehungen y e D((4) *) und (A*ry= A*y, 
d.h. A*c(4A)*. 

Der Graph eines Operators. Zur weitergehenden Behandlung des adjungierten 
Operators und der Abschließung führen wir den Begriff des Graphen eines 
Operators ein. _ 

Wir betrachten einen Hınserr-Raum H.H sei die Gesamtheit der Paare 
= {xz,y}, ze H, ye H, mit den üblichen Definitionen der linearen Opera- 
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tionen. Für 2, 2, € H, definieren wir das Skalarprodukt dieser Elemente mit 
Hilfe der Gleichung 
(&, 2) = (&1, 2) + (Yı 9a) - 

Alle Eigenschaften eines Skalarproduktes liegen vor, alle übrigen Axiome des 


Hirsurr-Raumes sind erfüllt. 7 ist damit auch ein Hınzerr-Raum. 
„Ist in einem Raum H ein linearer Operator A gegeben, so heißt die Menge 


&r(A) < H aller Elemente der Form 
se {m Az}, xe D(A); 
der @raph des Operators A. 
©r(A) ist eine durch den Operator A eindeutig deknlärie lineare Mannig- 


faltigkeit. Umgekehrt ergibt Gr(A4) = Ör(B) auch A = B. Schließlich gilt: Ein 
Operator A ist genau dann abgeschlossen, wenn &r(A) ein abgeschlossener 


‚Unterraum von H ist. 
In H wird durch die Gleichung 
Ua) = {u —e)} 
ein er Ü bestimmt. Es gilt 


und 


d.h., U ist ein unitärer Operator. 

'Hilfssatz. Ist A ein auf einer überall dichten linearen Mannigfaltigkeit D(4A) 
definierter linearer Operator, so ist &r(A*) das orihogonale Komplement der 
linearen Mannigfaltigkeit Ü(Gr(A)). 


Zum Beweis sei 2={a’, y’} eH- U&rA)). Das bedeutet für jedes 
x e D(A) 
ey), {4m -2))= 


@,AD)=ly,“) 
und damit =’ e D[A*) undy = A*z’, d.h. {a’,y’} e ©r um. Durch Rück- 
wärtsschließen ergibt sich aus der Beziehung {#’, y’} e &r(4*) die Orthogona- 
lität dieses Elementes zu jedem Element aus U(Sr(A)). Der Hilfssatz ist 
damit bewiesen. . 


Satz 4. Ist A ein auf einer überall in H dichten Menge D(A) definierter abge- 
schlossener Operator, so ist auch D(A*) überall dicht. und (AF)F = A** eindeutig 
bestimmt. Es gilt AFt—= A. 


Da A abgeschlossen ist, ist &r(A) eine abgeschlossene lineare Mannigfaltig- 
keit, und folglich ist U(Gr(A)) auch abgeschlossen. Daher gilt 


H = U(&x(A)) + GA). 8) 


Daraus ergibt sich 


17 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Durch die Anwendung des Operators Ü auf beide Seiten der Gleichung 


erhalten wir unter Berücksichtigung von U%(Gr(A)) =—E Ör(A) — Ör(A) und 
der Tatsache, daß ein unitärer Operator orthogonale Elemente wieder in ortho- 
gonale überführt, 


IM -H = Gr(A) + U(GrlA*)). (6) 
Wir zeigen zunächst, daß D(A*) überall dicht ist. Wäre das nicht der Fall, 
so würde ein von Null verschiedenes zu D(A*) orthogonales Element y,€e HZ 
existieren. Das Element y, = {0, y,} € H wird dann orthogonal zu T(SrA *)), 
da für jedes {y, A*y} e &r(A*) die Beziehung 
({0, 90}, Ü{y, A*y}) = (0; A*y) — (Yo y) = 0 


gilt. Folglich ist {0,y,}e ©r(A) und daher y„ = A0—=0. Der entstandene 
Widerspruch bestätigt die Richtigkeit der Behauptung. 


Da D(A*) überall dicht ist, ist A** eindeutig bestimmt. Die Gleichung _ 


A** — A folgt aus der Beziehung (6) und dem Hilfssatz. 


Satz 5. Der Operator A** existiert genau dann, wenn der auf einer überall 
dichten Menge definierte Operator A abgeschlossen werden kann. In diesem Falle 


ist AFF—= A. 


Kann A zu A abgeschlossen werden, so existiert nach Satz 4 (A) ** und es ist 
(A)** —= 4A. Wegen (A)* = 4A* ist aber (A)** — A** und daher A** — A. 
Der erste Teil des Satzes ist damit bewiesen. 

A** möge existieren. Die Anwendung von Gleichung (5) auf 4A* liefert 


H = U(&r(A*)) + Gr(A**). (7) 
Wendet man Ü auf beide Seiten der Gleichung 


H = O(&rA)) + Gr(A*) 
an, so ergibt sich 


H = Ü(Gr(A*)) + Gr(A). (8) 


Durch Vergleich von (7) und (8) erhält man Gr(A) c Gr(A**), d.h, A 
ermöglicht die abgeschlossene Erweiterung A**. 


Invariante Unterräume, Reduzibilität. Auch für unbeschränkte. Operatoren 
kann der Begriff des invarianten Unterraumes eingeführt werden. 

Ein Unterraum L heißt invarianter Unterraum eines Operators A, wenn 
folgendes gilt: 


1. Aus ze D(A) folgt Pxe DA) (P= P\)); 
2. auswe D(A)nL £folst AxzeL(d.h..PAPx=4APxfürallewe D(A)). 


‘Ausl und D(A) = H folgt, daß D(A) n Z überall dicht in Z ist. 
Auch für unbeschränkte symmetrische Operatoren folgt aus der Invarianz 
von L die Invarianz von M=H-L. ItxeDAAundae=, +2, 2,€Z, 
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x, € M, so ist, da L ein invarianter Unterraum ist, x, € D(A), und da D(A) eine 
lineare Mannigfaltigkeit ist, = x — x, € D(A). 
Ist weiter ze D(AJn M und y ein Element aus D(A)n L, so folgt wegen 
AyeLund« |L 
(Aa,y) = (@, Ay) =0. 


Somit ist das Element A x orthogonal zu D(A) n L, und da diese Mannigfaltig- 
keit überall dicht in Z liegt, soist Ax | Lund damit AxeceM. 

Ist Z ein invarianter Unterraum des Operators A, so sagt man auch, ZL 
reduziere A. 


Satz 6. Ein Unterraum L reduziert einen symmetrischen Operator A genau 
dann, wenn der Projektionsoperator P auf diesen Unterraum mit A vertauschbar 
ist. 

L sei ein invarianter Unterraum. Dann folgt aus ze D(4): Pxe D(A) und : 
PxeD(A)nL. Nach Bedingung 2 der Invarianz von L gilt 

PAPx«=APe. (9) 
A ist ein symmetrischer Operator, daher ist 7 — L auch ein invarianter Unter- 
raum von 4. Deshalb gilt wie oben 
(E—- PJA[E— Px=A(E— P)x 
oder nach Auflösen der Klammern und Vereinfächen 
PAPx=PAx. (10) 


Aus (9) und (10) folet PAx = APxund damit die Vertauschbarkeit von A 
mit dem beschränkten Operator P. 

Es seien umgekehrt A und P vertauschbar. Dann folgt zunächst aus x e D(A) 
die Beziehung Pxe D(A). 

Ferner ergibt sich für ze D(AAnL 


Ax=APx:=PAx, 


d.h. Axe Lund damit die Invarianz von L. 


$ 7. Selbstadjungierte Operatoren und die Theorie der Erweiterungen 
symmetrischer Operatoren 


Ein linearer (nicht unbedingt beschränkter) Operator A heißt selbstadjungiert, 
wenn A = A* ist. Diese Definition hat zur Folge, daß jeder selbstadjungierte 
Operator symmetrisch ist. Die umgekehrte Schlußfolgerung ist, wie wir unten 
sehen werden, nicht richtig. 

Eine Reihe grundlegender Aussagen über das Spektrum beschränkter selbst- 
adjungierter Operatoren kann auf den Fall unbeschränkter selbstadjungierter 
Operatoren übertragen werden. So sind alle Eigenwerte selbstadjungierter 
Operatoren reell, und die verschiedenen Eigenwerten entsprechenden Eigen- 


17* 
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elemente sind ortbhogonal; eine Zahl A ist genau dann ein regulärer Wert ® 
Öperators, wenn eine Zahl e mit 


ia4-iBel=c|ell a) 


für jedes x € D(A) existiert. Als Beispiel zeigen wir, wie die letzte Behauptung 
‚hergeleitet wird. 

Ist A ein Peer Wert, dann existiert der beschränkte inverse Operator 
R,= (4 — AE)-!. Daher ist‘ 


lei = ||r(4 -2 Mall <||Rli|kA—-rD el, 


1 
IR Nun sei (1) erfüllt. Wir untersuchen wieder- 


um die aus allen Elementen der Form y=(A—AE)x, x e D(A), bestehende 
Mannigfaltigkeit L. Die Beziehung zwischen D(4A) und Z ist auf Grund von (1) 
umkehrbar eindeutig. ZL ist überall dicht in Z. Wäre das nicht der Fall, so 
existierte in H ein Element x, = 0 mit (x,, y) = 0 für jedes y e L oder 
Ar —-A2n)=0 (2) 
für jedes x €e D(A). Aus (2) ergibt sich 
(Az, 2) = (Aa). 
Das bedeutet x, e D(A*) = D(A) und 
A’, =Am im. 
Aus den gleichen Überlegungen, wie sie im Falle beschränkter Operatoren ange- 
stellt wurden, folgt, daß das unmöglich ist. 
Außerdem ist L abgeschlossen. Wir setzen, m} cL, 4a — Yo. Unter der 
Bedingung y„ = 4, %, ist nach (1). 


und wir erhalten (1) mitc = 


In — zu|| = — | — — Ym|| 


und danach ||x, — #„|| —> 0. Auf Grund der Abgeschlossenheit des Oral 4A 
(selbstadjungierte Operatoren sind immer abgeschlossen) gilt, 


2, — lim 2, € D(A), Y— Arte, 


und damit ist die Abgeschlossenheit von L bewiesen!). Der Abschluß des Be- 
weises der en, von A verläuft genauso wie im Falle eines beschränkten 


Operators. 
Folgerung 1. Eine Zahl A gehört dem Keen eines selbstadjungierten 
Operators genau dann an, wenn in D(A) eine Folge {x„} mit ||w.|| = 1 ewistiert, 


so daß ||A x, — A z,|| > 0 für n — © sirebt. 

 Folgerung 2. Die Menge der regulären Punkte eines Kalbaladhinperken 
Operators ist eine offene Menge, mithin ist das Spektrum eine abgeschlossene 
Menge. .: 


:1) Vgl. 8.259. 
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:Folgerung 3. Jedes nichtreelle A ist ein regulärer Wert eines selbstadjungierten 
Operators, das Spektrum eines solchen Operators liegt also gänzlich auf der reellen 
Achse. 


Die Theorie der Erweiterungen symmetriseher Operatoren. Es sei ein sym- 
metrischer Operator A mit einem wie immer überall dicht in H vorausgesetzten 
Definitionsbereich .D(A) gegeben. 

Sofern A nicht abgeschlossen ist, werden wir ihn vorbereitend abschließen. 
Deshalb setzen wir A im weiteren als abgeschlossen voraus. Wir beschreiben 
zunächst in großen Zügen einen Prozeß, der die Konstruktion von symmetrischen 
Erweiterungen von A erlaubt, insbesondere die Konstruktion einer Erweiterung 
eines symmetrischen Operators zu einem selbstadjungierten. 

B sei eine symmetrische Erweiterung des Operators 4. Aus AcB folgt dann 
B*c A*, und da Bc B* ist, auch 


BcA*. 


Somit ist jede symmetrische Erweiterung eines Operators A ein Teil des 
adjungierten Operators A*: 

D(B)cD(A*), By=4*y für yeD(B). (3) 

Wegen der Symmetrie des Operators B wird (By, y) reell für jedes y e D(B). 

Nun ist aber (By,y) = (4*y,y) und deshalb D(B)c T', worin I‘ die Menge!) 

aller Elemente y aus .D(A) bezeichnet, für die die quadratische Form (A*y, y) 


reellwertig ist. 
Genügt umgekehrt eine lineare Mannigfaltigkeit L der Bedingung 


D{A)CL<T, 
so ist der auf L durch die Gleichung 
By=4A*y 


definierte Operator B eine symmetrische Erweiterung des Operators A. 

Es sei L, die lineare Mannigfaltigkeit aller Elemente der Formy = (A+iE)x«, 
worin i die imaginäre Einheit ist und x den Bereich D(4A) durchläuft. L, ist 
dann ein Unterraum. Zunächst erhalten wir durch eine einfache Rechnung 


IA +8) 2]? = ||4 2]? + |el]? 
und daraus 
lA+:B:|>|el. 


Nun siy„=(A-+iE)x, und y,— y,. Dann strebt für n, m — 0 ||yn — Ym!! 
—0 und demzufolge auch ||, — x„|| > 0. Aus der Vollständigkeit von H 
folgt x, — %o. 

Somit ergibt sich ©, € D(A), &, — &g A &n = Yun — In > Yy tig Da 4 
ein abgeschlossener Operator ist, gilt x, e D(A)und Ax, = % — ix, und daraus 
folgend y, € Li. Die Abgeschlossenheit von Z, ist damit bewiesen. 


1) Die Menge T’ bildet keine lineare Mannigfaltigkeit. 
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Ein Element z ist genau dann orthogonal z zum Unterraum Z,, wenn für jedes 
x e D(A) die Beziehung 
@,Ax+i x) =0 
oder 
(Ax,2) = (8,iz) 
erfüllt ist, d.h. wenn ze D(4*) und A*2=iz ist. Folglich ist das ortho- 
gonale Komplement N, zu L, der Unterraum der Eigenelemente des Operators 
A*, die dem Eigenwert i entsprechen: 
H=L,-+N,. (4) 
Analog.ergibt sich 
H=L,-+N.. (5) 
Hilfssatz 1. Der Definitionsbereich D(A*) des zu einem abgeschlossenen 
symmetrischen Operators A adjungierten Operators A* ist die direkte Summe der 
linearen Mannigfaltigkeit D(A) und der Räume N, und. N _.: 
DAY)=DAON ON... (6) 
y sei ein Element aus D(A*). Wir betrachten das Element AFy—iy. Auf 
Grund von (5) ist 
Ary—iy=(Ar—-in)+2. 
Unter Berücksichtigung der Gleichungen Ar = 4*x und AF%, = —i2 
ergibt die vorhergehende Beziehung 


4 (y-2-zi%)=iW- 2) ++ 4*|- 5:2) 


; Be in ae 20 ce 
=-iy-)+%- Zil-N2 =iy—-2)4+Z% 
Mithin ist 


IR 
Setzt man 3 2, = 2, 80 gilt 
y=#s+2+2, (7) 


und y ist in geforderter Weise zerlegt. Wir zeigen, daß diese Zerlegung ein- 
deutig ist. Sei : 


y-ı 2 +2 
eine andere Zerlegung desselben Elementes y. Dann ist 
| @-s)+@-)+@-2)=0. & 


Auf beide Seiten der Gleichung (8) wird der Operator A * angewandt, das ergibt 
Aßk—-a)+ikß— 2) -iR—-2)=0. (9) 
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Durch Multiplikation von (8) mit # und Subtraktion von (9) erhalten wir 
Ae@- a) -i@- m] -2i@-3)=0. 


Die auf der linken Seite der Gleichung stehenden Summanden sind ortho- 

gonal: 
AK&— 2) -ie - u) L25@-—2)- 
Somit ist 
2% —2)=0 

oder 2= 2%. Analog ergibt sichz = z,, und daher ist «= x,. Der Hilfssatz ist 
damit vollständig bewiesen. 

Anstelle der imaginären Einheit ö kann man eine beliebige nichtreelle Zahl A 
nehmen. Wir erhalten eine andere Zerlegung 


D(A*%) = DA 8 N, ®N;. 


Die Unterräume N, und N; sind im allgemeinen für verschiedene A verschieden. 
Man kann jedoch beweisen: Liegt’A in der oberen Halbebene, so ist die Dimen- 
sion von N, gleich der von N; und die von N; gleich der von N_,. Die Dimen- 
sionen der Unterräume N, und N_,; heißen Defektindizes des Operators A, 
und die Unterräume N, und N; heißen defekte Unterräume. 

Hilfssatz 2. Das Element ye D(A*) liegt: genau dann in der Menge I 
(s. 8. 253), wenn in der Zerlegung (T) die Gleichung 


Ilzil = Ilzll 
gilt. : 
Ity=&-+2z-+2,so wird nämlich 
(A*y,y) = (A*2+4A*@+2,2+@+2) 
= (A2,0) +(Aw2+2) +(4*e+ 2,2) 
+(4A*@+2),2 +2). 
Da(Ax,x) reell und 
(Ax,2+2)+(4*@+2),2) = (2, A*(2+2)) + (A*(@ + 2), ®) 
als Summe konjugiert komplexer Größen ebenfalls reell ist, gilt 
Im (4*y,y) = Im (A*@ + 2),2 +2). 
Weiter ist 
(Ar@+2,2+)=(ir —i2,2 +2) 
=: |]? + 4,2) — 2,2) — i el]? . 
Wiederum ist (2, 2) — i(2,2) als Summe konjugiert komplexer Größen reell. 


Daher wird 
Im (A* @+2),2+ 2) — i (Ije]]? _ IgW) N 


Hieraus folgt die Behauptung des Hilfssatzes. 
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Satz 1. Jeder symmetrischen Erweiterung. B eines abgeschlossenen symmetri- 
schen Operators A entsprechen. zwei lineare Mannigfaltigkeiten T,c N, TıcN_, 
und ein isometrischer Operator U, der T, en T_, abbildet, mit folgenden Eigen- 
schaften: 


a) Der PN D(B) des Operators B besieht aus den Elementen der 
Form 
y-#+2+ 02, (10) 

wobei x ein beliebiges Element aus D(A) und z ein beliebiges Element aus T, ist. 
b) Die Werte des Operators B auf den Elementen der Form (10) berechnen. sich 


nach der Gleichung 


By=As+i2z-iUr. an 


Sind umgekehrt zwei lineare Mannigfaltigkeiten T;,c N, TıcN_, und ein 
isomeirischer Operator U, der T, auf T_, abbildet, gegeben, so stellt der Operator B, 
der auf der Menge der Elemente der Form (10) durch Gleichung (11) definiert wird, 
eine symmetrische Erweiterung des Operators A dar. 

Der Operator B ist genau dann abgeschlossen, wenn es die Mannigfaltigkeiten r, 
und T_, sind. 

B sei eine symmetrische Erweiterung des Operators A und y e D(B). Wie. wir 
bereits sahen, ist D(B) c D(A*), und y hat nach Gleichung (7) die Form 


yzc+2+2, (12) 

wobei wegen y e [nach Hilfssatz 2 
2] = IIell (13) 
ist. Durchläuft nun y den Bereich D(B), so durchläuft z eine lineare Mannig- 


faltigkeit T, und das Element 2 eine lineare Mannigfaltigkeit T_,. Dabei kann 
einem Element ze T, nur ein Element 2 e T_, entsprechen. Es ist nämlich für 


y-ıhıtıatıa %n= +4 +%: Y»Y € D(B), 
auch 
Yypamı - nt 04H &-2%)eDB)cT 


und deshalb nach (13) 


IA — 2e|| = |101| = 0, 
d.h =2.. 

Indem einem Element 2 das ihm durch Gleichung (12) entsprechende Ele- 
ment 2 zugeordnet wird, erhalten wir eine isomorphe und isometrische Abbil- 
dung von T, auf T_,. Wir bezeichnen den Operator dieser Abbildung mit U 
und gelangen dadurch zur Gleichung (10) und zu der Beziehung 


By=A*y=A*@+24 U2)=Axtiz-iUDe. 


Damit ist auch Gleichung (11) bewiesen. 
Umgekehrt seien nun T,c N, und T_,c N_, zwei lineare Mannigfaltigkeiten 
und U ein isometrischer Operator, der 7‘; auf T_, abbildet. Der durch Gleichung 
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(11) auf den Elementen der Form (10) definierte Operator B ist eine symmetri- 
sche Erweiterung des Operators A, da die lineare Mannigfaltigkeit = 2 der 
Elemente der Form (10) der Bedingung “: 
D(B)<FN D(A*) 
genügt und da auf D(B) die Gleichung 
By=4A*y 
gilt. 

Wir beweisen die letzte Behauptung des Satzes. Für. die Abgeschlossenheit 
des Operators B ist die Abgeschlossenheit der Mannigfaltigkeit Z; der Elemente 
der Form (B+iH)y, ye .D(B), notwendig und hinreichend. Die Notwendig- 
keit wurde auf 8.253 hergeleitet. Um die Hinlänglichkeit nachzuweisen, 
nehmen wir an, daß L, abgeschlossen, aber B nicht abgeschlossen ist. Durch das 
Abschließen von B fügen wir zu L; neue eo aufingspunkle hinzu, folglich kann 


auch Z, nicht abgeschlossen sein. 
Für y e D(B) silt 


(B+iE)y=(B+iH («+2 +2)=(A+iEM)x-+2iz 
und demzufolge 


L=L-+T,;, .(14) 
wobei L, die Gesamtheit der Elemente der Form (A +-iE)z, xe D(A), ist. 
Wegen der Abgeschlossenheit von L;, erweist sich L; genau dann als abgeschlos- 
sen, wenn T', abgeschlossen ist. 

Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 

Ein symmetrischer Operator A sei nach der oben angeführten Methode: zu 
einem symmetrischen Operator B erweitert worden. Wir stellen die Frage nach 
den defekten Räumen und den Defektindizes dieser Erweiterung. 


Satz 2. B sei eine abgeschlossene symmetrische Erweiterung eines abgeschlosse- 
nen symmetrischen Operators A mit dem Definitionsbereich 


D(B) = D(A) + 7, + UIT,). 
Wir bezeichnen mit (m,, ms) die Defektindizes des Operators A: 
m=dimN,, m=-dimN_ 
und mit (mı, ms) die Defektindizes des Operators B: 
m =dimN, m=dim N, 
N; und N_, sind die defekten Unterräume des Operators B. Dann ist 
N=N-+T,;, N; =NL+T,, 
und folglich, wenn dim T, = dim T_, = list, 
m=mH+tl m=m-Hl. 


Nach Gleichung (4) ist 
H=L+N,. 
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Wir benutzen (14): 
L;=L+T,. 
Damit ergibt sich 
H=L+NH+HT.. 
Andererseits ist 
H= L; + N. ‘> 
und daher gilt 
N=N,-+T.;. 
Analog wird die Zerlegung 
N,=NL+T, 
bewiesen. \ 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich unmittelbar die Beziehung zwischen den 
Defektindizes. 

‚Wir kommen jetzt zu den sogenannten maximalen symmetrischen Erweiterun- 
gen eines symmetrischen ÖOperators. 

Ein Operator A habe die Defektindizes (0, 0). Das bedeutet, daß die defekten 
Räume N, und N_; nur aus den Nullelementen bestehen und D({A*) = D(A) 
ist. Das wiederum heißt, daß A ein selbstadjungierter Operator ist und keine 
symmetrische Erweiterung besitzt. 

Die Defektindizes des Operators A seien endlich: (m,, m,). Wir nehmen zu- 
nächst an m, = m, = m == 0. In N, und N_, wählen wir vollständige Ortho- 
normalsysteme €, 6, ...,Cm und &1, 6% ...,€, und ordnen dem "Element 

Mm mM 
z= NW %&%eN, das Element = YVoe&€eN_, zu. Diese Zuordnung ist 
k-1 k=1 
offensichtlich isometrisch und isomorph und erzeugt einen isometrischen Ope- 
rator U, der ganz N, auf ganz N_, abbildet. Als Unterräume 7, und T_; 
können N, und N_, genommen werden: 


D(B)=D(4)+ N, + UN). 


Der Operator B hat dann die Defektindizes (0, 0) und wird demzufolge eine 
selbstadjungierte Erweiterung des symmetrischen Operators' A. Die Menge 
solcher Erweiterungen ist unendlich. Wir können nämlich dem Element 


Mm 
zen %&% 


k=1 
das Element 
m 
(7) =3% e* e, ’ 
k=1 
bei dem r reell ist, zuordnen oder allgemeiner ein Element 


m 
Ar, Tu. m) ner. 
k=1 


Wir erhalten dadurch ein Kontinuum isometrischer Operatoren U, 


172... Tm 


und dementsprechend ein Kontinuum selbstadjungierter Erweiterungen. 
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Der Operator A besitze nun endliche verschiedene Defektindizes (m,, m,), 
z. B. m, > m,. Wir wählen in N, die ersten m, Elemente einer orthonormalen 
Basis und bezeichnen den durch sie erzeugten Teilraum mit T,;; als T_ ‚ wählen 
wir ganz N_,. Dann ist 


D(B) == D(A) +-T; f UT.) —— D(A) + T,; + NL . 


Der symmetrische Operator B besitzt die Defektindizes (m, — m,, 0). Er läßt 
weitere symmetrische oder sogar selbstadjungierte Erweiterungen nicht zu. 
Ein. symmetrischer Operator, bei dem ein Defektindex gleich Null, der andere 
aber ungleich Null ist, heißt maximal. Ein selbstadjungierter Operator (bei 
dem beide Defektindizes gleich Null sind) wird manchmal hypermaximal ge- 
nannt. Besitzt ein Operator A die Defektindizes (m, 00) oder (00, m), so kann 
ähnlich wie oben A konstruktiv zu einem maximalen Operator erweitert wer- 
den; eine selbstadjungierte Erweiterung des Operators A existiert nicht. 

Schließlich besitze der Operator A die Defektindizes (00, 00). Wir betrachten 
den separablen Fall, wo die Defektindizes (x,,.X,) werden. Solch ein Operator 
ermöglicht sowohl maximale als auch hypermaximale Erweiterungen. T', sei 
ein abzählbar unendlichdimensionaler Teilraum des defekten Raumes N.. 
Durch eine isomorphe und isometrische Abbildung von T', auf N _, erhalten wir 
einen maximalen Operator B mit dem Definitionsbereich 


DB) = D(A) HT; + N; 


und den Defektindizes (m, 0), wobei m je nach Wahl von T,, endlich oder unend- 
lich sein kann. Durch eine isomorphe und isometrische Abbildung von N, auf 
ganz N_, kommen wir zu einer selbstadjungierten Erweiterung B des Ope- 
rators A. 

Demnach erlaubt jeder symmetrische, aber nicht selbstadjungierte Operator A 
eine maximale oder eine selbstadjungierte Erweiterung. Es gibt ein ganzes 
Kontinuum von verschiedenen maximalen oder selbstadjungierten Erweiterun- 
gen des Operators A. 

Ein Beispiel für die Erweiterung eines symmetrischen Operators wird weiter 
unten angegeben. 


$ 8. Die Spektralzerlegung eines unbeschränkten selbstadjungierten Operators. 
Funktionen eines selbstadjungierten Operators 


Die oben hergeleitete Integraldarstellung für beschränkte selbstadjungierte 
Operatoren kann auch auf unbeschränkte selbstadjungierte Operatoren verall- 
gemeinert werden. Wir führen diese Verallgemeinerung nach einer von F. Rınsz 
und E. LorcH vorgeschlagenen Methode durch, die einen unbeschränkten Ope- 
rator auf eine Folge beschränkter Operatoren reduziert. 


Die Smierrses-Integrale. Z,, — oo <A < + oo, seieine Zerlegung der Einheit, 
d.h. eine Familie von Projektionsoperatoren, die von einem reellen Parameter A 
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abhängen und folgende Eigenschaften besitzen: 
1. E,<B, für A< pn, 
2. Eo0=B,, 
3. E_o=0, Ei =#. 


Sei weiter f{A) eine beschränkte oder unbeschränkte komplexwertige Funktion, 
die auf dem Intervall (— 00, 00) definiert und dort gleichmäßig stetig ist. 
Wir zerlegen (— 00, 00) in halboffene Intervalle A, = [A,, #,) und unter- 


suchen die Reihe 


3 fr) EiA)®, KSm< I - () 
k=—-8 ; . .: 
Diese Reihe setzt sich aus paarweise orthogonalen Summanden zusammen. 
Für ihre Konvergenz ist die Konvergenz der Reihe 


„Zu fooP Im al 2 Mon Eid) .@) 


notwendig und hinreichend. 
Die letzte Reihe stellt selbst eine Summe für das Srımurses-Integral 


Bi If)? d(E; x, ©) @) 


dar und konvergiert bei jeder Zerlegung des Intervalls (— 00, 00) genau dann, 
wenn dieses Integral konvergiert. Wir bezeichnen mit D(f} die Menge jener 
Elemente x e H, für die die Reihe (2) oder, was auf das gleiche hinauskommt, 
das Integral (3) konvergiert. 

& sei eine beliebige positive Zahl. Wir betrachten das halboffene Intervall 
A,=[—a,a). :Auf diesem Intervall ist die Funktion |f{A)| beschränkt und 
deshalb für jedesze H 


Sal d(E,x,x) < ©. 
Nun ist aber 
SW? dir, x, x) = ira |? d (2, E(A,) x, E(A,) ®). 
Also gehören die Elemente der Form E(A,) x für beliebige « und x zu .D(f). 
Die Menge { E(A,) x} und erst recht D(f) ist überall dicht in H, weil E(A,) —.x 
für & -> oo.strebt. Wie man leicht sieht, ist D(f) eine lineare Mannigfaltigkeit. 


Wir nehmen x e D(f) und betrachten die Summen (1), die zu zwei Unterteilun- 
gen der Geraden (— 00, 00) in halboffene Intervalle A, und A), gehören, wobei 


max(u, -A)<d6 und max(m —A)<ö6 
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ist. Dann lassen sich unter Benutzung der Additivitäts- und Orthogonalitäts- 
2 


eigenschaft von E(A) leicht die Beziehungen 


Ef mA)e- 2 fo 
<o2{(E,©,2) — (E_%,2)} = wi, x), (4) 
o= > „va — full; 

00, 00) gegeben, 


12-1 


herleiten. 
Es sei eine Folge verfeinernder Zerlegungen des Intervalls ( 


für .die 

6, = max |u9 — 9] > 0 
eilt, ‚und {s,} sei die Folge der Partialsummen der Reihe (1), die diesen Zer- 
legungen entspricht. Infolge (4) genügt die Folge {s,} der Cavcuyschen Be- 
dingung 

1824» Sr $n||? e wn®, x) =” 0 P 
für n — 00, p> 0. Demzufolge BOnVerBIen! sie gegen den Grenzwert se H. 
Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit 1. (A) dE, x und nennen ihn das STIELTIES- 


Integral über die Funktion f{}) bezüglich der Familie #,. 
(5) 


Das STIELTJES-Integral 
© 
Sf) dB, x 
D(f) definierten 


stellt offenbar einen auf der linearen Mannigfaltigkeit D(8) 
linearen Operator 8 dar.: u 
8/10) dB, (6) 
7) 


Aus en (5) folgt für Pe xeE > und ye H auch 
(8, y) -/. Ind, 2,9). 

 .. Die oben eingeführte Definition des StinLtsus-Integrals kann auf stückweise 

gleichmäßig stetige Funktionen ausgedehnt werden, d.h. auf solche, die mit 
Ausnahme endlich vieler Sprungstellen mit endlichen Sprüngen stetig und in 
den Stetigkeitsintervallen gleichmäßig stetig sind. 


Sf) d(E,%, x) 
auch ($ x, x) reell ist. Daher 


Aus (7) folgt 
($a,2) = 

und die Tatsache, daß für eine reelle Funktion f 

definiert das StreLrses-Integral einer reellen Funktion einen symmetrischen 


Operator. 
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Wir zeigen: 8 ist sogar ein selbstadjungierter Operator. Da auf Grund der 
"Symmetrie von 8 der Bereich D($8) in D($*) enthalten ist, muß nur die ent- 
gegengesetzte Relation bewiesen werden. Ä 

x sei ein beliebiges Element aus H und A, = [— n, n). Dann ist 


% = E(A,)xe D(8). 


Wir bezeichnen mit L, den Unterraum, auf den E(A,) projiziert. Offensichtlich 
sind $S und E(A,) vertauschbar. Dann ist 


Sa, = 8 E(A,) 2 = E(A,) Sx e In. 


Nun sei y ein beliebiges Element aus D(8*). Da y, = E(A,) € D($) und D($) 
c D(8*) ist, ist 9, € D(S*) und S*y, = Syn € In. Es sei, = Y — Yu. Dann ist 
m € D(S*)undz, _| L,. Ist&, ein beliebiges Element aus L,,, so gilt ‚weil& &, € Z, 
ist, 

(+) it: 


Folglich wird S* 2, | Z,. Deshalb gilt 
Is* I? = ||S8* |? + 118* |? > ||8* 1? = ||S yall?- 
Nunitaber 


Il = San ann. 


Damit erhalten wir für beliebiges n 


JS var dm, y, 9 <||S*yl®; 
und daraus folgt 


Sara) <o, 


d.h. ye D($). Somit ist D(S$*) c D($), und damit ist die Selbstadjungiert- 
heit des Operators $ bewiesen. 

Zwei Hilfssätze. Hilfssatz 1. H,H,„..., Ha... sei eine Folge paarweise 
orthogonaler Unterräume eines HıLBErT-Raumes H, deren orthogonale Summe 
gleich H ist. Wir bezeichnen mit x, die Projektion eines Elementes x auf den 
Unterraum H,„. Weiter seö Ay,Ay..., Am... eine Folge beschränkter selbst- . 
adjungierter Operatoren, die auf den entsprechenden H,, Hz, . : ., Hn, - - - definiert 
sind und diese Teilräume in sich abbilden. 

Dann ewistiert in H ein eindeutig bestimmter selbstadjungierter Operator 4, 
der auf jedem H, mit A, zusammenfällt. Der Definitionsbereich D(A) dieses 
Operators besteht aus genau denjenigen x e H, für die die Reihe 


ZA all Ö 
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konvergiert. Für x € D(A) ist 
A Am: (9) 
. n=1 
Wir bezeichnen mit D(4) die Menge jener ze H, für die die Reihe (8) kon- 
vergiert. D(A) ist eine lineare Mannigfaltigkeit. Es seien x,ye D(A). Dann 
gilt für beliebige komplexe « und ß 


ZA ynP- Ele Ant BA? 3 (An @anll+ An)? 


sC 2 (An %,||? + [An |) < ©, 


worin Ü nur von a und $ abhängt. 
Die lineare Mannigfaltigkeit D(A) ist in H überall dicht, da zu D(A) alle 
n " 2 
Elemente der Form Y x, € H,k=1,2,...,n, gehören. 
k-1 
Mit Hilfe von (9) definieren wir auf D(A) den Operator 4. Die auf der 
rechten Seite dieser Gleichung stehende Reihe konvergiert, weil infolge der 
paarweisen Orthogonalität der Elemente A, x; ; 


n-+p N+D 
pP Au = % [Ar 2)? — 0 
k=n-+1 =n+1 


strebt für n— 00, p> 0. Der durch (9) definierte Operator A ist offenbar 
linear. Weiter finden wir für x, y e .D(A) 


(Ax,y)= | PIE ERR ) = 2% (Ay ns Yn) 
n=1 k=1 n=1 


— 2 (2, An Yn) -(2, %p 2 A) way, 


d.h., der Operator A ist symmetrisch. Daher existiert der adjungistke Ope- 
Tutor 4A*, und es ist A*F3.A. 

Wir leiten die entgegengesetzte Relation. her. Für y e D(A*) und ze D(A) 
ist 


EA ir taeridin. 


k=1 k=1 


Für x nehmen wir ein beliebiges Element 2, e H,. Dann ist 


(2; AFYy) = (&m An Ya) » 


Pa„(A*y) = Pa, (An Yn) = Ay Ym . 


d.h. 


Daher wird 
£ al? = a Pt (A* = |A*yl? <o. 


Also ist ye D(4) und AFy= Ay. 
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Schließlich beweisen wir, daß nur ein Operator mit den angegebenen Eigen- 
schaften existiert. Ist B ein anderer solcher Operator, dann gilt zunächst: 


N N N N 
3(2,%)- SEEN Ass) -4(f r), 
k=1 k=1 k=1 k=1 


d.h., für endliche Summen der Form x, stimmen die beiden Operatoren 
k=1 


überein. Ist nun ze D(A), so folgt  x,— x und 
k=1 


»(£ E 2 A, >y=Ax, 
k-1 k=1 


und da B als selbstadjungierter Operator abgeschlossen ist, ergibt sich x € D(B) 
und Be=y=4Ax. Somit ist B» A. Andererseits erhalten wir durch Über- 
gang zu den adjungierten Operatoren AcB. Also muß A = B sein, womit 
der Hilfssatz bewiesen ist. 

Hilfssatz 2. Zu einem beliebigen selbstadjungierten Operator A existieren zwei 
beschränkte selbstadjungierte Operatoren B und C mit folgenden Eigenschaften: 
“1. RB(B)c D(A), R(O)c D(A); 

2.0 <B<E, ||O|| <1; aus Be=0 fg a = 0; 

3.0=AB; 

"4. C und B sind vertauschbar und ko-kommutieren mit A. 


Wir betrachten die Operatoren RR = (A —iE)! und R,= (4 +: BE). 
Das sind beschränkte Operatoren, die 7 umkehrbar eindeutig auf D(A) ab- 
bilden. Wir erwähnen noch, daß RB} = R_, R*,; = R; ist und setzen 


1 I 
B= 3; Rı —R_), (= ze +R_)- . (10) 
Die Beschränktheit und Selbstadjungiertheit der Operatoren B und C und 
auch die erste Eigenschaft für B und C sind offensichtlich. Aus (10). erhalten 
R=0+iB, R,=0C0-iB. (11) 
Daher ist 
(A-:E)(C+iB)=(A—-iHBR=E£, 
(A+iE)(C—-iB)=(A+iE)RL,=E 

oder nach Auflösen der Klammern 

(AC+B)+i(AB-O=E, 

(AC+B)—-i(AB-O)=E. 
Daraus ergibt sich durch Addition und Subtraktion 

AC+HB=E, AB=0. (12) 


Die dritte Eigenschaft ist damit auch bewiesen. 
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Da R, und R_, sowohl mit A als auch üntereinander und mit beliebigen, 
mit A vertauschbaren beschränkten Operatoren!) kommutieren, ist die Eigen- 
schaft (4) der Operatoren B und C ebenfalls offensichtlich. 

Wir überzeugen uns schließlich von der Eigenschaft (2) der Operatoren B 
und O0. Für x e D(A) erhalten wir durch einfache Rechnung 


Ad -:292] > |lell?- 
Wir setzen (A —iE)x=y. Dann ist für jedes yeH: x= R,y und 
IR] < Il. 


Folglich gilt ||R;|| <1. 
- Analog ergibt sich ||R_;|| <1. Daraus folgt 


ı2i=ı, Jel=!. (13) 


Ferner ergibt sich durch rechtsseitige Multiplikation der ersten Gleichung von 
(12) mit B 


B=B+ACB=B+CAB=-B+Q>0. (14) 
Aus (13) und (14) folgt O< (Bx,x) < (x, x), d.h. 
0sB<sE. 


Schließlich sei Bx = 0. Dann ist auch ÖOx=4ABx=0. Daraus folgt 
«=Ex=(B+A0O)e:=0, 
womit der Beweis des Hilfssatzes abgeschlossen ist. 


Die Integraldarstellung eines Operators. A sei ein unbeschränkter selbst- 
adjungierter Operator und &, die Spektralfunktion des nach Hilfssatz 2 
konstruierten beschränkten Operators B. Wegen 


0<(Bz,2)<(@, x) 


fällt das Spektrum dieses Operators in das Intervall [0,1]. Da weiter aus 
Bze=0x=0 folgt, ist A = 0 kein Eigenwert des Operators B und deshalb 
€, im Punkt } = 0 stetig: 
Ei == & —=0. 
en ' 
H,„ seien die Unterräume, auf die die Operatoren &(A,) mit A, = Be ; —) 
fürn >22undA, = 6 ‚l-+ e) (e ist eine beliebige positive Zahl) projizieren. 


Die Räume H, sind paarweise orthogonal, und da 


x SA) = Im (&,.— € ; \-2-0-2 
n=1 N—> CO n-+l 


It AB=BA, so ist 
RB=B,BA-iD)R=RB(A-iE)BR=BR.. 


18 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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ist, ergibt die orthogonale Summe der HZ, den ganzen Raum H. Wir führen die 
Funktion 


L N 1 1 
73 für arısi<z: 
Pn(A) = 1 1 
0 außerhalb I: =) 
und den Operator 
1+s ı/n 
1 
muB) = | ui9) a6, = | z 46, = ElAn) qui) 
ö 


ein. Offenbar erhalten wir 


1/n 
Boy.(B) = pÜB)B= S de, = EA,). 


Daher ist für allxe 7, 
x = &A,)# = ByulB) x = Bze .D(A) 
und weiter 
Ax= ABog,(B)x = O g(B) x = p(B) CO x = EA.) EulB) CO x. 
Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, daß der Operator A, eingeschränkt 
auf H,„, einen beschränkten selbstadjungierten Operator A, darstellt, der den 
Unterraum H, in sich abbildet. EZ” sei die Spektralfunktion des Operators A,: 


dm 
An= [ AdEM. 


an 


Nach Hilfssatz 1 existiert ein selbstadjungierter Operator E, — oo <A<+ 0, 
der auf jedem H,„ mit E® übereinstimmt. x, sei die Projektion des Elementes x 
auf den Unterraum H,. Da 


zZ ||EPa si ll’ lel® (15) 
n_1 n—1 
ist, konvergiert die Reihe 3 ||E® x||? für jedes x € H, der Operator 
n=1 


© 
B,2= NEW x (16) 
n=1 


ist überall definiert und stellt demzufolge einen beschränkten selbstadjungierten 
Operator dar. 

Infolge der Orthogonalität der Unterräume H,„ erhalten wir für diesen 
Operator 


(E,2,y) = 3 (Ex. Yı) » 
n=1 k 


alt = 2 1 alt= 2 ar). 
Nn= 


n=1 
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Aus (16) folgt fürA < u 
i oo 
B,E,® = 5(2 0) =) 
; n=1 N 
EDER z—= 3 E®r=H,% 


(ee) 
=» 
n=1 n=1 


und analog 
E,E,«=E,e. 
Hieraus ergibt sich insbesondere 27 = E,,d.h., E, ist ein Projektionsope- 


oo oo oo 
= IH Eu- 3 2 EWEDz 
m=1n=1 


fer 


rator. Weiter gilt für » <A 
oo 
Ex — E, «|? = zZ 2 zn — 29 z||? 
Pr 


N © 
- EDER + 5 Pan El. 
n=1 a=N-+1 


Da für alle r 
IE? zu — EP || = 2 |en|| 
ist, so gilt 
N oo 
ma, < 8 | +2 8 ||. 
n=1 n=N+1 


Ein & > 0 sei gegeben. Wir wählen zunächst N so groß, daß 
“ & 
2» 2 |al?<z 
n=N+1 
wird. Danach können wir infolge der linksseitigen Stetigkeit von E® ein » 
so nahe an A finden, daß 


N 2 
3 2 . — ER |? <Z 
n—=1 


wird. Für solches v ergibt sich 
Iı,®=—E#,.|? <e&, 
d.h. E,x—>E&,x für v—/, v <A, wodurch die linksseitige Stetigkeit der 


Funktion E, bewiesen wird. Analog überzeugen wir uns von 
E,2x—>0 bi IA——@, 


E,2>x bei +. 


Folglich ist E, eine Zerlegung der Einheit. 
'Mit Hilfe der erhaltenen Zerlegung E, der Einheit bilden wir das STIELTIES- 
Integral 
Ps oo 
A= fAdE,, 


das, wie oben gezeigt wurde, einen selbstadjungierten Operator definiert. 


18* 
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Für ze H„ist E,x = E® x und deshalb 
fr UE,x,2x) = fr UEP xx) < oo. 
Be d 
Daher existiert A x, und es ist 
Yo Ann (ins 
-& Am 


Folglich fällt auf jedem H, der Operator A mit A, zusammen. Andererseits 
fällt auch der Operator A auf jedem H, mit A, zusammen, und da nur ein 


solcher Operator existieren kann, ist A=4. 
Also ist 


Ar=Ax— [AdEe. 


Wir haben damit die Integraldarstellung eines unbeschränkten selbstadjun- 
gierten. Operators erhalten. 
Der Definitionsbereich D(A) des Operators A besteht aus genau den Ele- 


menten x e H, für die 
x 


[ Rd(E,x,x) < © 
ist. Man kann zeigen, ‚daß die Zerlegung der Einheit durch den Operator A 
eindeutig bestimmt ist. 


Funktionen eines Operators. Oben konstruierten wir Funktionen eines be- 
schränkten selbstadjungierten Operators. Analog können wir Funktionen von 
unbeschränkten selbstadjungierten Operatoren bilden, nur sind hier die Eigen- 
schaften der Additivität und der Multiplikativität der Beziehung zwischen 
Funktionen einer reellen Veränderlichen und Operatorfunktionen etwas kom- 
plizierter. 

Es sei A ein unbeschränkter. selbstadjungierter Operator mit einem Defi- 
nitionsbereich D(A) und E, die von A erzeugte Zerlegung der Einheit. Für 
eine beliebige, stückweise auf (— 00, +00) gleichmäßig stetige Funktion f{A) 
bilden wir den Operator 


Bxa= [ fdE,«, 
dessen Definitionsbereich D(B) aus allen x e H besteht, für die 


[irapa,z,.) < + © 


ist. 
Wie wir oben sahen, ist D(B) in H überall dicht; ist f(A) reell, so ist B ein 
selbstadjungierter Operator. Der Operator B heißt Funktion des Operators A 
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und wird mit f(A) bezeichnet: 
fa) = [ fa) dB, w. 


Man kann die Operatorfunktionen in allgemeinerer Form einführen [28]. Die Spektral- 
funktion E,(— oo <A << oo) des Operators A erzeugt nämlich eine Intervallfunktion E(A), 
die durch einen Prozeß, der analog zu dem in der Theorie der. Funktionen einer reellen 
Veränderlichen. angewandten verläuft, zu einem Operatormaß E(M) der linearen Punkt- 
mengen M erweitert werden kann. Dieses Maß E(M) ist auf einer Klasse von Mengen, 
die A-meßbar heißen und zu denen alle BoreL-Mengen gehören, definiert. Nach der De- 
finition der Klasse der meßbaren Mengen werden wie üblich A-meßbare Funktionen 
definiert, und das LEBESGUE-STIELTIES-Operatorintegral 


4) = = Ja) dB; 


wird. zunächst für beschränkte und dann für unbeschränkte Funktionen gebildet. Der 
Definitionsbereich dieses Operators f(A), der im hier gebrauchten Sinne eine Funktion 
des Operators A darstellt, besteht wiederum aus genau denjenigen x, für die 


Sifayrd (Mrz, 2) > © 


ist. Auch das letzte Integral ist im Sinne von LusksevE-STIELTIES zu verstehen [28]. 
Derart allgemeine Funktionen von Operatoren werden wir jedoch nicht betrachten. 


Gegeben sei ein Operator f{A), dabei sei f(A) eine auf. (—00, 00) stückweise 
gleichmäßig stetige Funktion. 3 Definitionsbereich des Operators f(A) wird 
mit D{f(A)} bezeichnet. Für jedes » und ze H ist, wie wir auf Seite 260 sahen, 


EA,)ae DA}. 


Dann aber ist auch E(4) = e D{f{A)} für jedesz e H rd beliebiges A=[a, ß) 
mit endlichem « und ß. 
Es sei x e D{f(A)}. Aus der Ungleichung 


I Sa d(E, BA) 2, B(A - Sika )PdE,, «) = / Ad (E,®,®), 
die für alle endlichen oder unendlichen. A = [a, ß) gilt, folgt 
. . Bld)weD{f(a)}. 
Da das StieLtszs-Integral der Grenzwert einer Integralsumme ist, wird 
JA) E(A) = Sa) d (B, (E(A) x)) = BA) [fa dE, » = E(A)f(A) 


Also ist E(A) für jedes A mit f(A) vertauschbar. 
Es sei k + 0 irgendeine reelle oder komplexe Zahl. Da das Integral 


 nelral°a (B, 2,0) 
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für genau die x konvergiert, für die 
J fa d(E,x. x) 


konvergent ist, fällt der Definitionsbereieh des Operators f{4) zusammen mit 


dem des Operators (k f) (A), und es ist 
| kf)(A)e=kfld)e. 


Jı(A) und f,(A) seien zwei auf (— 00, 00) stückweise gleichmäßig stetige Funk- 
tionen. Ist 


x € D{fi(A)}n D{JxA)}, 
so folgt 


Dei 11/2 © 1/2 
| Zua+ ara] =| Siraran, ==) 
co 1/2 
se Ei kA dE,, | ’ 


und deshalb ist ze D{(fi + f) (4)}. Also gilt 
AA) HR: (17) 


Wir bestimmen, wann in der Beziehung (17) das Gleichheitszeichen steht. 
Wegen 
[AA + J.(A)] — kA) = FA) 
ist 


DAA+R Mn DIANFCD{FA}- 
Hieraus und aus (17) folgt 
| Dih+m Ar D{kAA}cD{AAyn DiA}cDIA+RIA- 
Diese Relationen ergeben 
D{ih+) A} DRAN} = DANN DIA} - 
Analog finden wir 
DARAN DAN = DANN DEAN 


Folglich gilt die Gleichheit in (17), wenn mindestens eine der beiden Relationen 


D At A}c Dia} 
Dihk+m(N}cD{AA)} 


richtig ist. Das ist beispielsweise der Fall, wenn einer der Operatoren f,(4) oder 
(4) beschränkt ist. 

Wiederum seien f(A) und f(A) auf der reellen Achse stückweise gleichmäßig 
stetig. Es sei@ € D{fı(4) %(4)}- Das bedeutet x « D{fy(A)} und aA) e D{AA}- 


. oder 
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Die letzte Relation bedeutet auch 
f \hayP al, kA) 2, 1A) 2) < ©. as) 
Nun gilt jedoch u 
(BE RA) ©, A) @) = ||E,. RA) @|? = f Au d (Em ®). 


Deshalb ist | Fr 
d (E, f(A) &, f(4) 1) == \(A)l? d(E,x,%), 
und (18) erhält die Form 


SF Ina Rap d(E,n,a) < oo. 
Hieraus folgt x eD {(fi fe) (4)}- Somit ist 
PM DR (A) = Din A), (19) 
“ HAAR) A: (20) 


Wir fragen, wann in (20) das Gleichheitszeichen steht. Es sei ze D{(f, fo) (A)} 
und x e D{f,(A)}. Dann ist 


Sara am, na) 2.hl4) 2) = ] ha AMd En.) < c. 
Das bedeutet 
AA) we Dif(A)} 
und folglich ist 
»e DAN}: 
Wir gelangen somit zur Relation . 
DA DAR ACDIAAAN}- ee) 


Daraus erhalten wir unter Berücksichtigung von (19) 


D{fA)}n Di) ( ACcDiFAKNCDIADIAF- 
Aus dieser Relation folgt: In (20) steht das Gleichheitszeichen genau dann, 


wenn D{(fıf) (A)} c D{R(A)} ist. 

Wir betrachten den Fall (A) = fa(A) = f{A). 

Da in jedem endlichen Intervall die Funktion f(A) beschränkt ist, kann die 
Divergenz des Integrals 


JS Isar di,» ®) (22) 
nur aus dem unbeschränkten Wachsen von |f{A)| für A| — oo herrühren. Da 


aber |f(A)]"-! langsamer ansteigt als |f(A)|*, folgt aus der Konvergenz des Inte- 
grals (22) die des Integrals 


irayp- d(B, 2,8). 
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Das bedeutet D{(f") (A)} c D£{(f*"!) (A)}. Hieraus folgt auf Grund des voran- 
gegangenen 


(PA) SA) = (FrIA) 
Kar = () (A) 


und deshalb 


d.h. 
Kar [LSA d,. 


Wir bestimmen nun den zum Operator f(A) adjungierten Operator f(A)* 
Ist f(A) eine reelle Funktion, so ist, wie wir wissen, f(4) ein selbstadjungierter 
Operator. 

Ist f{A) = u(A) + i v(A) eine auf (— 00, 00) beschränkte komplexe Hunkiten, 
so folgt aus den bisherigen Ableitungen 


f(4)* = [u(A) + iv(A)]* = uA)* — iv(A)* = uA) — ivld) = f(A), 
worin fa) die zu f(A) konjugiert komplexe Funktion bedeutet. Ein unbe- 
schränktes f(A) können wir in der Form 

a) = |f{A)| € ® = g(A) (A) 
darstellen. Darin ist g(}) reell, |r(A)| = 1 und die Definitionsbereiche von f{A) 
und g(A) sind gleich. g(A) ist selbstadjungiert, h(A) beschränkt. Daher ist 
f(4)* = [g(A) KA)]* = KA)* g(A) = h(A) g(A) = f(A). 
T sei ein mit A vertauschbarer beschränkter Operator. Dann ist 7 mit 
—=(A —AE)-! für jedes reguläre A vertauschbar, folglich auch mit 


1 
B=—(R— R_). 


Seinerseits folgt aus der Vertauschbarkeit von T und B die von 7 mit jeder 
beschränkten Funktion f(B), insbesondere mit der Spektralfunktion &, dieses 
Operators und mit der oben eingeführten Funktion p,(B). Diese letzte Ver- 
tauschbarkeit bedeutet, daß der Unterraum H,„ den Operator 7 reduziert. Da- 
her gilt für ze H, 

4A,T2=4ATxe=TAx=TA,8, 


d.h., 4„ und T kommutieren auf A,„. Dann kommutiert aber T auch mit der 
Spektralfunktion E( des Operators A,. Da die Spektralfunktion Z, des Ope- 
rators A die Darstellung 
EB,xz=3 EM x 
n-1 


besitzt, wobei die Reihe für jedes x e H konvergiert, ist 
T E, = E F T . 


Aus der Vertauschbarkeit von 7 mit Z, folgt die Vertauschbarkeit von 7 
mit einer beliebigen beschränkten Funktion f(A). - 
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Wenn schließlich f(A) eine unbeschränkte Funktion ist, so setzen wir 


FulA) = FA) KnlA) 
Darin ist x„(4) die charakteristische Funktion des halboffenen Intervalls 
[—r, r). Wir erhalten für jedes x e D{f(4)} 


JA)T==Tfı(4)®. (23) 
Da x e D{f(A)} ist, so strebt f„(A) «— f{A) x für n— oo. Folglich ist 
Tfı(A)a—T fax. 


Dann strebt für n — oo die linke Seite von Gleichung (23) gegen den Grenz: 
wert Tf(A) x, d.h., es gilt 

T ze D{J(4)} 
und 


fA)Te=Tf(A)e. 


Somit ko-kommutiert eine beliebige Funktion des Operators A mit dem 
Operator A. Es zeigt sich, daß diese Eigenschaft bei einem separablen HILBERT- 
Raum charakteristisch für eine Operstorfunktion ist. Es gilt nämlich der 


Satz. . Ein abgeschlossener Operator B mit einem überall dichten Definitions- 
bereich ist genau dann eine Funktion eines selbstadjungierten Operators A, wenn 
B mit A ko-kommuautiert. 


Zum Beweis dieses Satzes s. beispielsweise [28]. 
A sei eine komplexe Zahl oder ein Punkt der reellen Achse, in dessen Um- 
gebung (a, ß) E,, konstant ist. Wir setzen im ersten Fall 


1 
WW) =, 4: —- @<u<m, 
im zweiten Fall 


== außerhalb (a, ß) 


0 für ue(a,P), 


dann ist o(w) auf der reellen Zahlengeraden beschränkt und stückweise gleich- 
mäßig stetig. Deshalb ist der Operator p(A) beschränkt, und folglich gilt 


elu)= 


oo 


(A-21DM)gA)=gAA-IAM = [w-n an, = fer, =#. 


00 
Wiederum sind die komplexen Punkte und die Punkte der reellen Achse, 


in deren Umgebung E, konstant ist, reguläre Punkte und wieder besitzt die 
Resolvente die Form 
dE, 
Be 
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Es existiere umgekehrt R, für reelles A. Dann erhalten wir durch Wieder- 
holung der Überlegungen von Satz 5, 85, dieses Kapitels, daß in einer Um- 
gebung von } die Spektralfunktion E, konstant ist. 

Schließlich kann wie im Falle beschränkter selbstadjungierter Operatoren 
gezeigt werden, daß A, ein Eigenwert des Operators genau dann ist, wenn }, 
eine Unstetigkeitsstelle in der zu diesem Operator gehörigen Zerlegung Z, der 
Einheit ist. 

Wir kommen auf die Resolvente zurück. Wir finden zunächst: 


1.It Rz2=0,sgltz=(A—/E Re =(A—-/AE0=0. 
Weiter ergeben die Rechenregeln für Operatorfunktionen: 


2. Ri =K5; 
oo oo 
dE 
3. R,— R, = A [# En fi dE, 
AR S- — u Te ern 
0 00 
FAR, [dB 
=(4 Du [FHr-u-mRR 


Das ist die sogenannte HILBeErtsche Funktionalgleichung für die Resolvente. 
Somit besitzt die Resolvente eines selbstadjungierten Operators die Eigen- 
schaften 1 bis 3. Auch die Umkehrung erweist sich als richtig. 
Gegeben sei eine Familie solcher beschränkter linearer Operatoren, die von 
einem komplexen Parameter A abhängen, und folgende Eigenschaften besitzen: 


1. Aus R,2=0 folgt x = 0; 
2. Ri = BR; 
3.R—-R,=A—-WRR 


Dann existiert ein beschränkter oder unbeschränkter selbstadjungierter Ope- 
rator A, für den die Familie R, die Familie der Resolventen ist. 

.Zum Beweis s. beispielsweise [27]. 

Wir erwähnen schließlich, daß man unter. Zuhilfenahme der Funktional- 
gleichung der Resolventen beweisen kann, daß die Resolvente eine analytische 
Funktion des Parameters } ist, d. h., in einer Umgebung eines regulären Punktes 
A, ist die Resolvente in eine Potenzreihe nach } — A, entwickelbar, die im Sinne 
der gleichmäßigen Konvergenz im Raum der Operatoren konvergiert [27]. 
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Der Operator der Multiplikation mit der unabhängigen Veränderlichen. Ein 
Beispiel eines unbeschränkten Operators bildet der Operator der Multiplikation 
"mit, der unabhängigen Veränderlichen im Raum L,(—00, 00). D(A) sei die 
Mannigfaltigkeit der auf (—00, 00) quadratisch summierbaren Funktionen «{t), 
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für die gilt 
oo 
[Polar <o. 
En 


D(4) ist eine lineare Mannigfaltigkeit. Diese ist überall dicht in Z, (— 00, 00), 
da sie alle beschränkten Funktionen enthält, die außerhalb eines Intervalls 
[a, 5] (ja|, [| < 00) verschwinden. Auf dieser Mannigfaltigkeit definieren wir 
den Operator A durch die Gleichung 


Ax=taft). 
Wegen der Reellwertigkeit von 


(Az,2)= [ telt)ai) dt S tel)? de 
0 00 
ist A ein symmetrischer Operator... 
Wir zeigen: A ist ein selbstadjungierter Operator. 
Es sei y(f) e D(A*) und x(t) eine beliebige quadratisch summierbare Funktion, 
die für | > n verschwindet. Dann ist »{f) e D(A), und wir erhalten ' 


(A x, Y) => (2, y*) 
oder 


Ste) yo) d= [ el)iye)d= Jedi) yra) di 


Rn _n _r 


und daraus 
N 


So) wre) — tyO])d=0. 


_n 


Da «(t) völlig willkürlich sein kann, muß für jedes feste n auf [—r, »] fast 
überall i 


yre) — tyl) = 0 


sein, demzufolge auch fast überall auf (—00, 00). Da y*(t) e L, (— 00, 00) ist, 
gilt ty(t) e L,(— 00, 00), d.h. y(f) e D(A). Daher ist D(A4*) c D(4A), das ergibt 
D(A*) = D(4), und A ist selbstadjungiert. Re 

Der Operator A besitzt keine Eigenwerte. Ist nämlich Ax = 02, so muß 
(E — 0) x{t) = 0 sein, und das ergibt auf (— 00, 00) fast überall z(f) = 0. 

Andererseits ist jede reelle Zahl o ein Punkt des Spektrums. Das folgt aus 
Überlegungen, wie wir sie in $4, Kapitel VII, für den Operator der Multipli- 
kation mit der unabhängigen Veränderlichen im Raum 2, [0,1] angestellt 
haben. Der Operator A besitzt also ein rein stetiges Spektrum, das die ge- 
samte reelle Achse ausfüllt. 

Die Resolvente des Operators A wird durch die Gleichung 


1. 
R,x = FG) 
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bestimmt. Hieraus ergibt sich 


fatayıe Bd 
Bu- [ra ee, 


00 co 


worin ol) = ei 7) dr ist. 
Andererseits ı ist 


gen 2) rı 
(Ra) [ Fr en [tw 


oo {oo 


Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für (R, x, x) finden wir für alle nicht- 
reellen A 


{N dp(E) de(E) 
E-iT Ei 
oo X 
Hieraus Enälten wir auf Grund der STIELTIESSchen Umkehrformel [27] unter 
Berücksichtigung der Stetigkeit von o(&) und o(£) 


ed) = pld); 
d.h. 


2 
(P, x, &) a, xt)? di. 
Das ergibt 
(E(A) x, x) = Fl jet) |? di = © u) xt)? di, 


worin x,(t) die charakteristische Funktion des Intervalls A ist. Für ein be- 
liebiges Intervall A ist also 


E(4) 2 = zu) tt). 
Die ML des N 4 erhält die Form 


Ax= Sram [raum 20) ae 


Hier ist x,(t) die ae ae Funktion des Intervall (— 00,4), und das 
STIELTJES-Integral entartet zu dem Wert des Integranden an der einzigen 
Sprungstelle der integrierenden Funktion. 

Die Operatorfunktion F(A), die der Funktion F(}) entspricht, hat offenbar 
die Gestalt 

Fa) x = Fit) x{t). 

Der Differentiationsoperator. Als zweites Beispiel eines unbeschränkten Ope- 
rators betrachten wir den Differentiationsoperator. 

Im. HILBERT- Raum L „(a, b) fürendliche oder unendliche «a und 5 führen wir 
den Operator 


d=in 
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ein. Zunächst seien « und b endlich, z.B. a=0, b=]1. Wir nehmen an, 
daß der Definitionsbereich D(A) des betrachteten Operators aus allen absolut 
stetigen Funktionen besteht, die eine quadratisch summierbare Ableitung be- 
sitzen und den Randbedingungen 


(0) = x(1) = 0 (a) 


genügen. Dann überzeugt man sich durch partielle Integration leicht davon, 
daß für beliebige x, y e D(A) gilt 


ann (ana j (9) Ay). 


4 ist also ein symmetrischer Operator. 
Es sei nun a=0,b= ©. D(A) bestehe aus den auf [0, 00) quadratisch 
summierbaren Funktionen x(t), die auf diesem Intervall eine quadratisch 


summierbare Ableitung — = besitzen und der Randbedingung x(0 )=0 ge- 
nügen. 
Wir zeigen, daß dann auch z(o0) = 0 ist. 


dex(t de(t) 


Da x{t) und 20) Guadratisch summierbar sind, so ist Ü) summierbar 


auf [0, 00), Be wir können schreiben 
z [4 [i 
d _, , daft 
= + [at ar + | at Gar. 
ö ö 


Für t-> oo strebt die rechte Seite der Gleichung gegen einen endlichen Grenz- 
wert, folglich existiert 


lim |x(t)| < oo. 
t>a0 


Auf Grund der Summierbarkeit von |x(t)|? auf [0, oo) kann dieser Grenzwert 
nur Null sein. 
Somit gilt im zweiten Fall 
x(0) = (0) = 0. (2) 
Aus der Gleichung 


[ra = + far (a 


() 
erhalten wir für n— ooim Grenzfall 
(Az, Y) =(2,4y), 
d.h, auch im zweiten Fall ist A ein symmetrischer Operator. 
Im dritten Fall, wenn a = — oound b = ooist, bestehe D(4A) aus allen auf 


(— 00, 00) quadratisch summierbaren Funktionen, die dort quadratisch sum- 
mierbare Ableitungen besitzen. Wie oben überzeugen wir uns davon, daß aus 
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diesen Voraussetzungen 
x(— 00) = (00) = 0 (3) 
folgt, und wiederum wird 4 ein symmetrischer Operator. 

Es muß noch nachgewiesen. werden, daß D(A) in Z,(a, b) überall dicht ist. 
Es sei (a, ß) im ersten Fall das Intervall (0,1), im zweiten Fall gleich (0, ß), 
wobei ß eine beliebige endliche Zahl ist, und im dritten Fall gleich einem be- 
liebigen endlichen Intervall. Ist y(t) eine zu .D(A) orthogonale Funktion aus 
L,(a, b), so wählen wir als x(£) im ersten Fall eine beliebige Funktion aus D(A) 
und im zweiten Fall eine beliebige Funktion aus D(A), die außerhalb (a, f) 
gleich Null ist. So erhalten wir 

8 


beiyye f xt) yet — fe EN year 


wobei Y(t) eine Stammfunktion von y(f) ist. Da für x(f) eine beliebige, auf 
(a, ö) stetige und in den Enden des Intervalls verschwindende Funktion. ge- 
nommen werden kann, folgt aus einem bekannten Hilfssatz der Variations- 
rechnung, angewandt auf die stetige Funktion Y(t), daß Y{t) = const ist und 
demzufolge y(t) = 0 auf dem Intervall («, $) und damit auch überall auf (e, b). 


4= er ist also in allen drei Fällen ein symmetrischer Operator. 


Wir bestimmen den adjungierten Operator A*, 
Es sei y e D(A*). Dann ist für beliebiges x € D(A) 


b [Ü 


(Au) = [in = | 2 ven di = wyN). 


Als x{t) wählen. wir eine beliebige Funktion aus D(4A), die außerhalb des Inter- 
valls (&, ß) verschwindet. Die vorige Gleichung ergibt 


[3 ß 
oa = [20 76 di. 


Durch partielle Integration der rechten Seite entsteht 


ß 
ee daft) ——— 
f: ya = f Vyega, (4) 


2 % 


c 
darin ist Y*(t) = [ y*(r) dr eine Stammfunktion von y*(t). Die Gleichung (4) 
r 


bringen wir in die Form 


[BRwerma-o. 


& 
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Hieraus folgt wiederum, zunächst für (a, ß) und dann überall auf (a, b) 
iyi) — Y*lt) = const, (5) 


d.h., y(f) ist eine auf (a, b) quadratisch summierbare Funktion, die dort eine 
quadratisch summierbare Ableitung besitzt. Aus (5) erhalten wir für jedes 
ye«D(A*) 

. dyt) 
y*) = Z(r*0) = io: 
d.h. 
Ary= = 
Ist umgekehrt y(t) eine Funktion mit den oben en Eigenschaften, so 
führt die eo Integration zu 


fi ne di = ec) (ö Korg je z{t) y*(t) dt 


und der Übergang zum Grenzfall # — oo bzw. «&— — 00, ß-> ooim zweiten 
bzw. dritten Fall zu 


Awy)=(%y*);, 
d.h. ye D(A*). 
* Somit besteht D(A*) aus den auf (a, 5) quadratisch summierbaren Funk- 
tionen, die dort eine quadratisch summierbare Ableitung besitzen. ' 
Ein Vergleich mit der Definiton von D(A) zeigt, daßim ersten und zweiten 
Fall D(A*) umfassender als .D(A), im dritten aber D(A*) = D(A) ist. Folglich 
ist im dritten Fall A ein selbstadjungierter (oder hypermaximaler) Operator. 
Im ersten und zweiten Fall ist A ein abgeschlossener Operator. Zum Beweis 
zeigen wir, daß A = A** gilt. Da A**c A* ist, ist A** wiederum ein Dif- 
ferentationsoperator auf seinem Definitionsbereich D(A **). Sei x{f) e D[A**). 
Wir erhalten im ersten Fall für eine beliebige Funktion y(t) e D(4*) und im 
zweiten Fall für eine beliebige, außerhalb (x, f) verschwindende Funktion aus 
D(4*) durch partielle Integration. 


ß ß Pr EBEN ; 
(Array) [Tate u er |) 


& & 


Andererseits ist 


8 FEB 
Ara) warn [nl )a. 


& 


Durch Vergleich dieser Ausdrücke erkennen wir 


x(ß) y(B) — x(e) ya) = 0, 


woraus sich im ersten Fall 


z{1) y(l) — =(0) y(0) = 0 
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und im zweiten beim Grenzübergang f — © 
x(0) y(0) = 0 
ergibt. Da y(0) und y(1) völlig willkürlich sein können, ist die letzte Gleichung 


nur für - 
x(0) = x(l) = 0 


möglich. Dann aber ist x(f) e D(A) und damit die Relation D(A**) c .D(A) be- 
wiesen, Demzufolge muß D(A) = D(A**) sein. 


Wir bestimmen die Defektindizes des Operators 4. Die Gleichung AFz=ix 
nimmt in unserem Fall die Gestalt 


an und besitzt die bis auf lineare Abhängigkeit eindeutige Lösung z{t) = cd. 
Analog besitzt die Gleichung 
AFz= —ix 
die eindeutige Lösung 
x{) = ce”! 

Im Falle eines endlichen Intervalls gehören beide Lösungen zum Raum Z, (a, 5), 
folglich sind beide Räume, N, und N_, eindimensional, und der Operator 
besitzt die Defektindizes (1, 1). Im zweiten Fall gehört dem Raum Z2,[0, oo) 
nüur:die Lösung ce’ der zweiten Gleichung an, der Unterraum N, besteht 
nur aus dem Nullelement, und der Operator A hat die Defektindizes (0, 1). 
Mithin ist im zweiten Fall der Operator A maximal und besitzt keine selbst- 
adjungierte Erweiterung. 

Im ersten Fall konstruieren wir alle selbstadjungierten Erweiterungen ab 
Operators A. Die Unterräume N; und N_; werden von den Elementen e bzw. 


e”! erzeugt. 
1 1/2 u 
ei -(/ =a) -/ 
ö 


Wegen 
1 


| 2 
Ie= -(/ a) sl: 
5 | 


besitzen die Elemente e’ und e!-! gleiche Normen. Wir ordnen dem Element e 
das Element ei” e!=! zu, wobei 7 irgendeine reelle Zahl ist. Für jedes r ist auf 
der aus den Funktionen der Form 

yet) = lt) He + ct el-t (6) 
mit z(t) e D(A) bestehenden linearen Mannigfaltigkeit D, der Operator A, mit 
Hilfe der Gleichung 


und 


£ 1-8 


A,y=Azx-+tice 


icd’e 
definiert. j 
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Dieser ist eine selbstadjungierte Erweiterung des Operators A. Der Defi- 
nitionsbereich D, dieses Operators kann mit Hilfe von Randbedingungen an- 
gegeben werden. Wenn nämlich die Funktion y(t) in der Form (6) darstellbar 
ist, so ist : 
yO)=c+eltt=coltetn, 


yl)=ce+ce"=c(d’-te). 
Hieraus ergibt sich 
y(0)_ I-+ettir 
wu) drre 
Da die Transformation 


i-+tez 
= te 
den Einheitskreis der komplexen Ebene in sich abbildet, können wir 
1+eltir _ gie 
R e&t-+te 
Schreiben: wobei o eine reelle Zahl ist. Deshalb ist 
40) = €’ yll). 
“ Ist umgekehrt diese Benaung erfüllt, so besitzt y(f) die Form (6). Es sei 
io 1 + el+ R Fa 
y(0) = e° y(l) = er 3 y(l). Wir setzen 
40)  —_ _yl 
 I+etir "eärre 
und : 
lt) =) tere. 
Dann ist 


20) = y(0) — el + Er) = 0) rn +) = 0) - u) = 0, 


und wir finden analog x(1) = 0. Mithin ist 
Ye) = al) Heli + ee), 


wobei. x{t) e D(A) ist, d. h., y(t) besitzt die Form (6). Der Beweis ist damit 
abgeschlossen. 

Somit besteht der Definitionsbereich D, der selbstadjungierten Eirekerane 
A, des Operators A aus genau den Funktionen y(t) des Raumes Z,[0, 1], die 
äu [0, 1] eine quadratisch summierbare Ableitung besitzen und für die 


2 i+irT 
yo) = erg), de 
ist. Br ers a 
Der Parameter kann verschiedene Werte annehmen, und wir erhalten da- 
durch ein Kontinuum verschiedener selbstadjungierter Erweiterungen des 


Operators A. Wir bestimmen das Spektrum des Operators A,. Die Eigen- 


19 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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funktionen des Operators stellen Lösungen der Randwertaufgabe 
.dz 

iy—im, Areell, 


x(0) = ed z(l) 


dar. Die Lösungen sind die Funktionen e-*!, die der Bedingung 


1 dt) 
genügen. Hieraus folgt 
o—/i=2kn 
oder 
,=0—2kn. 


Folglich lauten die Eigenfunktionen 
&r(E) eu eitrt =: e-ist gkrit . 

Diese Eigenfunktionen sind offenbar normiert.. Alle von A, verschiedenen 
Punkte der reellen Achse sind reguläre Punkte des Operators A... Die allge- 
meine Lösung der Gleichung 

de - 
I I2=y 
hat nämlich die Form 


= zu 4 f a) «) ; 
ö 


und es braucht nur nachgewiesen zu werden, daß die Konstante c zur Be- 
dingung x(0) = e®° x(1) passend gewählt werden kann. 
Das führt auf die Gleichung 


c=d*® je ( —i f Eye) =), 
ö 


die offenbar unter der Bedingung 


eie A) 1 


(d. h., wenn A = A; ist) lösbar ist. Also besitzt der Operator A ein reines Punkt- 
em 


- f dE,x = 2 ee 2 ee, (8) 
A, =  [aanya = eier = An Cn Be (9) 


mit c, = (%, &,). Die Funktionen des Operators A, haben die Form 


F(A)z = ee! 5 Pin) on "riet. (10) 


NZ 
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Insbesondere gestattet die Besolvente die Zerlegung 


x 
n %y j 
RB,a=etiet Vo —t—ernit, 11 
4 ee mad el) 


Für o = 0 gibt Gleichung (8) die Entwicklung einer quadratisch summierbaren 
Funktion in eine gewöhnliche FouriEr-Reihe an. 
Wir wenden unsdem Fall eines unendlichen Intervalls (—00, 00) zu und 


i . d 
betrachten erneut in Z,(— 00, 00) den selbstadjungierten Operator A = Gera 


Wir weisen nach, daß dieser Operator unitär äquivalent dem Operator der 
Multiplikation mit der unabhängigen Veränderlichen im Raum L,(— 00, ©) 
ist. Dabei verstehen wir unter der unitären Äquivalenz der unbeschränkten 
Operatoren A und .B folgendes: Es existiert ein unitärer Operator Ü mit 
U D(A) = D(B) (und damit D(A) = U! D(B)) und 

UAU-T1z2=Bx 
für jedes x e D(B). | d 

Zur Herleitung der unitären Aquivalenz der Operatoren A =i- Fr und 
B = t benutzen wir den folgenden bekannten Satz von PLANCHEREL, dessen 
Beweis z. B. in [35] zu finden ist. 

Es sei x(f) eine reelle oder komplexe Funktion des Raumes L,(— 00, oo). 


Wir setzen 
& 


1 ; 
yit,a) = Tr ED er dr. 
er 
Dann konvergiert y(t, @) für a -> oo auf: (— 00, oo) im Mittel gegen eine Funk- 
tion y(f) € L, (—%, ©) und die Funktion 


@ 
x(t,a) = ori J y(r) e'" dr 
im Mittel gegen x(t). 


Die Funktionen x{t) und y(f) hängen auch über die Gleichungen 


1 d e-iie — 1 
en Jen ar 


0 


all = Is@ll- 
Das Intervall (—a,a) kann in den vorhergehenden Gleichungen durch ein 
Intervall (—a, b) ersetzt werden, in dem unabhängig voneinander a, b— 
streben. 


zusammen. Außerdem ist 


19* 
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Es sei U der durch die Gleichung 


Ua = — fo tr de 
n : 


definierte Operator in L,(—, co). Das Integral verstehen wir als Grenzwert 
im Mittel von Integralen über endliche Intervalle. Der Operator U stellt ge- 
mäß dem Satz von PLANCHEREL eine umkehrbar eindeutige Abbildung von 
L,(— ©, ©0) auf sich unter Erhaltung der Norm dar, d.h., er ist ein unitärer 
Operator. Der inverse Operator hat die Form 


[0,0] 


oo 


Ulg= Ufı= 


Es sei x(t) eine beliebige Funktion aus. D(A), d.h. x({t) e L,(— 00, 00), und es 


de 
existiere —_—- N) € L, I 00, 00). Dann!) ist 


co a 


= Ur-nz [era 1m [wer 
se T 


E14 rd >, 
una u eg ö —iat a Ei Ze N eh str 
les ee eri_g(—a)e-'*!] jE= aim. ne 


Auf Grund der Zugehörigkeit von x{t) und { ” zum Raum L,(— ©0, 00) streben 


x(a) und #(— a) für «— co.gegen Null, folglich ist der Grenzwert des ersten 
Summanden der rechten Seite der vorhergehenden Gleichung gleich Null. 
Neben . gehört auch "die Fovkımr-Transformierte dieser Funktion zu 
L,(— ©, 00). Deshalb ist 


{ee} 


1 [dete) zrr 
tyt) = 5) € dt = zit) e I, (— ©, ©). 


Folglich gilt 
y) < Lg (— ©, 00), tyti)e L.(— ©, ©), 

d.h. 6% : 
yit)e D(B). 


*) Mit Li.m. wird der Limes im Mittel bezeichnet. 
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"Es sei umgekehrt x(f) e D{(B): "Dann ist für jedes endliche oder unendliche 
Intervall, das den Be t = 0 nicht enthält 


Demnach ist x(f) auf (— oo, 00) absolut integrierbar. Daher. konvergiert das 
Integral j 


©: 


y() = Ulla — ort ED eitt dr 


absolut. Wir führen die Funktion 2 


1 r : ld emiir—] 
Bere 4 txlr str er T De 
Te ji (2) e dr = V2 Fr [ x(r) 3 dt 


ein und erhalten 


[ (6) 


/ z(r) dr = or IE (ei Ddr-+e=ilyt) —y(0))+ec. (12) 
0 ya de) 


Das in dieser Gleichung auftretende uneigentliche Integral konvergiert absolut 
und gleichmäßig bezüglich ti auf der gesamten reellen Achse. Aus (12) erhalten 
wir 

t 


.yd) = = IEO dt -+c, (13) 


[2 
0 


dyft ; 
wonach . existiert und L,(— 00, ©0) angehört, d..h., es ist y(f) e D(A). 
Damit haben wir bewiesen: Es ist Uxe D(B)fürxe D(A)und U-!x e D(A) für 
x € D(B). NV. 
Ist. x e D(B), so wird infolge (13) 


Mithin oilt 


d I 
AU: 7, = alt) = NEE f» tal) e "dd UABe. 
Hieraus folgt 
UAU"z2=Be, 
und damit ist die unitäre Äquivalenz der Operatoren A und B bewiesen. 
A und B seien beliebige unitär äquivalente Operatoren: 


UAU-M=B. 
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Ist E, — © <A<, die Spektralfunktion des Operators 4A, so ist offen- 
sichtlich 
E ı 7 U E, U 
ebenfalls eine Zerlegung der Einheit. B sei der zur Zerlegung 5, gehörige selbst- 
adjungierte Operator. Wir bekommen 


Bxe= f[ AdB,x = lim 5 A ElA)e=lim 3 ), U E(A,) U x 


k=—0 


oo ; © 
k=-© X 
Also ist 
E,=UE U 
die Spektralfunktion des zum Operator A unitär äquivalenten Operators B. 
Daraus folgt insbesondere, daß die Spektren der Operatoren A und B zusammen- 


d 
fallen. In unserem konkreten Beispiel mit A = Zen ‚„B=t erhalten wir, daß 


der Operator A ein rein stetiges, die gesamte reelle Achse ausfüllendes Spektrum 
besitzt. 
Für die Funktionen des Operators A finden wir die Darstellung 


FA) = 2 " ne) f ae) eitr ir) eittdE = U1F(B) Ur; 


insbesondere kann die Spektralfunktion des Operators A in der Gestalt 


2 © 
B,2=;- fl [wer ) e=ttä de 


dargestellt werden. 

Die von uns oben hergeleitete unitäre Äquivalenz des Differentiationsopera- 
tors mit dem Operator der Multiplikation mit der unabhängigen Veränderlichen 
ist keine spezifische Besonderheit des Differentiationsoperators. Es zeigt sich 
nämlich, daß zu jedem selbstadjungierten Operator eine Zerlegung des gesamten 
Raumes in paarweise orthogonale invariante Unterräume existiert, so daß jeder 
aus dem ursprünglichen Operator durch Einschränkung auf einen solchen Unter- 
raum entstehende Operator unitär äquivalent (genauer isomorph) zu dem Ope- 
rator der Multiplikation mit der unabhängigen Veränderlichen im Raum der 
auf dem Intervall (— 00, 00) mit einem Gewicht o(f) quadratisch summierbaren 
Funktionen ist. 


KAPITEL VII 


EINIGE FRAGEN DER DIFFERENTIAL- 
UND INTEGRALRECHNUNG IN LINEAREN 
NORMIERTEN RÄUMEN 


In diesem Kapitel betrachten wir die Differentiation und Integration in 
linearen normierten Räumen und einige ihrer Anwendungen. 


$1. Differentiation und Integration abstrakter Funktionen von Zahlen 


E sei ein linearer normierter Raum und R eine Punktmenge auf der Zahlen- 
geraden. Einen im allgemeinen nichtlinearen Operator x = x{t), dr RinE 
abbildet, nennen wir im weiteren abstrakte Funktion der Zahli. Beispiele solcher 
Funktionen gibt es in der Analysis und ihren Anwendungen viele. Es genügt, 
einige Funktionen von Zahlen in der Differentialgeometrie, die einparametrigen 
Gesamtheiten der Lösungen von Differentialgleichungen, Operatorfamilien wie 
2. B. Integraloperatoren, die von einem Parameter abhängen, und anderes zu 
nennen. Im weiteren werden wir der Einfachheit halber annehmen, daß R ein 
Intervall [a, b] der Zahlengeraden ist. 

Die abstrakten Funktionen einer Zahl können addiert und mit einer reellen 
Zahl multipliziert werden, d. h., sie bilden einen linearen Raum. 

Eine Funktion x(t) heißt stetig im Punkt t, des Intervalls [a, b], wenn für ein 
beliebiges e > 0 ein 6 = öft,, e) mit 


et) — zto)|| <e 


für & € [a, 5] und |E — i,| < ö existiert. 

Eine Funktion, die in jedem Punkt des Intervalls [a, b] stetig ist, wird wie 
gewöhnlich stetig auf diesem Intervall genannt. Die Addition von Funktionen 
und die Multiplikation mit einer Zahl führen offenbar nicht aus der Klasse der 
stetigen Funktionen heraus. 

Eine Funktion x(£) heißt gleichmäßig stetig auf [a, b], wenn für jedes e > 0 eine 
Zahl ö bestimmt werden kann, so daß für t,, 1, € [a, 5] und |t, — %| <ö unab- 
hängig von der Lage der Punkte t, und i, auf dem Intervall [e, b] 


et) — tl] <e 
wird. 
Hilfssatz 1. Eine auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion x{t), te [a,b], 
x € E, ist gleichmäßig stetig auf diesem Intervall. 
Wir betrachten die auf dem Quadrat a <t,r < b durch die Gleichung 


pt, 7) = |[ett) — ze)|| 
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definierte Funktion pfi, 7). Diese Funktion oft, 7) ist stetig auf diesem Quadrat 
und folglich gleichmäßig stetig auf ihm. Deshalb gibt es für jedes e> 0 ein 
ö > 0 mit 

[pl 7) — Plle, %2)| <e (l) 


für , — | < ö, |eı — 75] <.ö und unabhängig von der Lage der Punkte (&, 7) 
und (t,, 75) im Quadrat a <t,r sb. Wir setzen 


z=b, Gmb 
mit 
A—8il<6. 
Wir berücksichtigen 
Pt, 12) = ||xtt) — zi)|| = 0 


und bekommen aus (1) für , — | < 6 


Iottı; %)] = |etı) — zw). <e, 


und damit ist die gleichmäßige Stetigkeit von x{f) bewiesen. 

Man kann leicht zeigen, daß eine auf dem Intervall [a, 5] stetige Funktion «({t) 
dort auch beschränkt ist (d. h., die Wertmenge der Funktion x{f), te [a, 6], ist 
eine beschränkte Menge des Raumes E). .E 


Differentiation. Wir betrachten die Funktion «= x{) mit zeE und 
te fa, b]. 
Die Ableitung x’(2) definieren wir durch 
zer el) = Im yrabäaee At) — x{t)], 2 


t> 


falls der Grenzwert der rechten Seite existiert. Es ergibt sich 


1 ; A 
2’(i) = zz Tele + 40) — ai)] — alt, At), 
dabei konvergiert 
at, A) —0 mit At—0. 


Deshalb gilt 
z(t +4) — lt) = alt) At + oft, At) At. ..@) 
Für A1—- 0 strebt die rechte Seite der Gleichung (3) gegen 0. Hieraus folgt: 
Wenn x{t) in t eine Ableitung hat, dann ist x(f) im Punkt i stetig. 

Man erkennt leicht folgende Eigenschaften der Differentiation: 

1ER) +30) = + y/. 

2. [Az{t)Y = Axt) für jede Zahl A. 


3. Für die Elemente x e E, sei eine linksseitige (reehtsseitige) Multiplikation 
mit Elementen ye E, definiert. Sie sei stetig und distributiv bezüglich der 
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Addition und vertauschbar mit der Multiplikation. von Zahlenfaktoren. Din 
gilt 


DEIESPELOF ir 2 


d. h., der konstante Faktor kann vor das Ditferentiationszeichen gezogen wer- 
den. 

Die Eigenschaften 1. und 2. sind klar, 3. folgt aus Stetigkeit und Distribu- 
tivität der Multiplikation, und zwar ist _ 


ya) = ylim gelete+ A) at] = Im glg Tele 


di—>0 


— lim yet +4) -yall= weil. 


di->0 
Analog erhält man : 
Rey =) y (5) 
bei rechtsseitiger Multiplikation. 
Beispiel. Essix = x{t) mit ze E,und A ein Operator aus (E,—> E,):. 


[Ast = Ari). 6) 
Ist A = Alt) e (E,— E,) und xe E,, dann ergibt sich 
[Ada =Al)e. (7) 
Insbesondere gilt für ein lineares Funktional 
L = nn (8) 
LO @y =F) @ (9) 


Ableitungen höherer Ordnung. Wir wollen nun rc höherer Ordnung 
definieren. Man kann zwei Definitionen der n-ten Ableitung einer abstrakten 
Funktion = = x{t) Beben, wie man dies auch br Somohmlchen Funktionen 
kennt.!) 

1. Es ist 


RN 
126) = I (- 1* m (+ kAt) 
k=0 k 
die n-te Differenz von x{t) im Punkt t. Weiter heißt 


2) = Ay ( 3 2A) 
n-te zentrale. Differenz. 
Der Ausdruck 


zo) = lim ET | (10) 


‚Ta 
1) Siehe Anhang IV. 
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soll — unter der Voraussetzung, daß dieser Grenzwert existiert — n-te Diffe- 
renzenableitung der Funktion x(f) im Punkt i genannt werden. 

Ist der Grenzübergang in der Formel (10) in der Umgebung eines jeden Punk- 
tes t gleichmäßig, so heißt z®(t) eine gleichmäßige n-te Differenzenableitung. 

2. Die n-te Ableitung x®(t), wird durch n-malige sukzessive Differentiation 
der Funktion x(f) definiert 


N, el ee. 


Satz 1. Wenn in einer Umgebung eines Punktes t die stetige n-te Ableitung 
at), existiert, dann gibt es in dieser Umgebung auch die gleichmäßige n-te Diffe- 
renzenableitung Pt), und es gilt 

re) = a). - 

Gibt es umgekehrt in einer Umgebung eines Punktes ti die gleichmäßig stetige, 
gleichmäßige Differenzenableitung x®(f), so existiert in dieser Umgebung auch 
die n-ie Ableitung x ®t),, und es gilt wieder zXt) = zM(t,). 

Diese Aussagen gelten auch für Funktionen, deren Wertevorrat aus Zahlen 
besteht!). Der Übergang zu abstrakten Funktionen geschieht mit einer Methode, 
die in der Funktionalanalysis häufig angewandt wird. Wir führen dies für die 
erste Aussage durch. 

Für ein beliebiges lineares Funktional fe E* ist 


ei) = fell] 


eine Funktion, deren Definitionsbereich und Wertevorrat aus Zahlen be- 
stehen. 
Für sie erhält man wegen (8) 


el = (fel} =PW; 
HEAUN {eo 2 =o"), 


. 0 Tr rn 


Ferner gilt 
. y L s n—k n N 
kam] grthetet-3a 


wobei — 5 <P< - ist. Da z”(t), nach Voraussetzung in einer Umgebung 


des Punktes i stetig ist, so ist zu vorgegebenem & (e > 0) 
Ir e +9 A), — aM) || S Er; 
?) 8. Anhang IV. 


$1. Differentiation und Integration abstrakter Funktionen von Zahlen 291 


wobei &,,— 0 geht für 41— 0, und zwar gleichmäßig in einer Umgebung des 
Punktes £. 
Daraus ergibt sich 


n 
ST | tz] ea IN. au 
Die Ungleichung (11) gilt für beliebiges f « #*, deshalb ist 


I 
a 
und folglich 
I 
EAST —= lim are ar &(t) . 


di—0 


Dabei ist die Konvergenz in einer Umgebung eines jeden Punktes t gleichmäßig, 
g.e.d. 

Partielle Ableitungen. Wir führen den Begriff der partiellen Ableitung einer 
abstrakten Funktion ein. 

Dazu betrachten wir eine Funktion von n reellen Veränderlichen £,, i, .. ., in 
mit einem Wertevorrat, der in einem linearen normierten Raum Z liest: 
2 = bg... .,tn) € E. Man kann ti, %,,.. ., i„ als Komponenten des n-dimen- 

= Rr 
sionalen Vektors = % t,e, auffassen, wo die e, orthonormale Basisvektoren, 
Da 
d. h. n-dimensionale paarweise orthogonale Einheitsvektoren sind. 
Wir definieren die n-te partielle Differenzenableitung 
or 
DE On ir in dm) 
un, NR 
im Punkt , = Zi e.. 
del 
Dazu bilden wir die n-te partielle Differenz 
Aka. stn; At x(t,) == we le Ina: Io + At (e;, +++ ey). 
Yırlayee +, dh 
Hierbei ist (£,, ia, ..., i„) eine Teilmenge von (1,2,...,r), für die gilt 
I <Sh<n<.  <HEN 

Die Summe wird über alle derartigen Teilmengen erstreckt. Die zentrale n-te 
partielle Differenz im Punkt t, 

Ölen. sin; dt %bo) 


ist die n-te partielle Differenz im Punkt 


Es gilt also 
er Er 1 N 
Oi 4%) = Bm miar2[h Zr „4 2%) . 


i-1 
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Dann heißt.der Limes für At— 0 von 
i en 
Tan esta... mt (bo) ; 
falls er existiert, n-te partielle Differenzenableitung 
or 
der Funktion fim Punkt _ 


id im) 


= lit... h)- 

Parallel hierzu kann man die n-te partielle Ableitung definieren. Sie ist das 
Resultat nacheinander ausgeführter Differentiationen der Funktion x{f,, ba,.. , En) 
nach t,,, nach t;, , und schließlich nach t,, wo k,kg,...,k, eine beliebige 
Permutation der Indizes1,2,..., rist. Esmuß natürlich vorausgesetzt werden, 
daß die nacheinander erhaltenen, Ableitungen 


2 &; 8 L 2 2 ti, 8 [2 
EI KAUFEN a An te --im)]}> 


- : 2 lt; Ei Eisca 
> di, | “dh el, FESOE 7 EERFE 


in einer Umgebung von 4 existieren. 
Satz 2. Wenn in der Umgebung des Punktes 


el...) 


eine n-te partielle Ableitung der Funktion x{t) existiert und diese Ableitung in t, 
stetig ist, so existiert in i, auch jede n-te partielle Differenzenableitung. Beide Ab- 
leitungen stimmen überein. 

f sei ein beliebiges lineares Funktional aus #*. Dann ist 


ph, bo, ed tn) = firtt, tg, se t2)] 


eine gewöhnliche Funktion von t,,%,-. -;i„; deshalb!) ist für eine beliebige 
Permutation k,, kg, . . -, kn der Indizes 1,2,...,” 


1 : 8 ° a 
(Ave. ai; At oh, u.) 12) = din, . .. dr (& im 6, At, ..., in + 0 At) .. 4 ’ 
0<4,<1l, i=1L2%...,n: 


Folglich ist 
l 
f m Östan...sin; At weh... „| = mr Can Öhta.. stn; 20 Mir. 0) 
0 98 a 0 
al EG 0, At, A)... 
ö ° 
1-1. BMA... ‚|. 


1) Siehe Anhang IV. 
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da das lineare Funktional f vor das Differentiationszeichen gezogen werden 
kann. 
- Nach Voraussetzung ist die n-te Battiele Ableitung von x(t) stetig im 


Punkt t,, daraus 


Obk, 
ö 0 0 
< 
— = ee öin, (it, eis, in) s | > &45 


wobei &4,— 0 geht für 41>0. Es gilt also 
Be; as Eib au) | = = 1 a - x(,) .. Hl 
= BR . = ei 9, At,..., +8, At)... 1 
at u] 
= < Alan ar At 914)... 


an 


Un 


Diese Ungleichung ist für jedes fe E* richtig, also ist 


ö d 
u; Ölen... sin; At xt) — Ze R Sa z(bo) -- | Seu- 


Hieraus ergibt sich, daß 


m Sl Dee 
aa ta.) > Saal im al)... 


naht für A#— 0, und wir haben damit die Existenz des Grenzwertes für den 
Ausdruck 


zer I iasat &bo) 


und seine Gleichheit mit der n-ten partiellen Ableitung bewiesen. 


_ Folgerang. Zwei n-te partielle Ableitungen, die verschiedenen Permutationen 
der Indizes 1, 2, ‚n entsprechen, stimmen an den Punkten, wo sie beide stetig 
sind, überein. Das heißt, die n- ie Beh A hängt nicht von der Reihen- 
Jolge der Differentiotion ab. 

In diesem Falle gilt die Gleiskihz 


nr ö ur SE N 
3a ana bay eeeztn) ar Ölen ll in) 
Ihre rechte Seite hängt aber richt von der Permutation ku, 22, ln ab. 
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Wenn wir im folgenden von der n-ten partiellen Ableitung in einem gewissen 
Gebiet sprechen, werden wir annehmen, daß sie auch stetig in diesem Gebiet 
ist. Deshalb liefern die beiden Definitionen dasselbe, und wir werden diese Ab- 
leitung durch das Symbol 

0" 
Öl. - On eb es in) 
bezeichnen. 


Integration. Oben betrachteten wir in der Spektraltheorie abstrakte Integrale 
vom STIELTJES-Typ. Dort war der Integrand eine gewöhnliche reelle oder kom- 
plexe Funktion einer reellen Veränderlichen und die integrierende Funktion 
abstrakt. Hier behandeln wir eine Integration, bei der umgekehrt die zu inte- 
grierende Funktion abstrakt, die Integration aber über eine reelle Veränderliche 
ausgeführt wird. Wie bereits in der Spektraltheorie beschränken wir uns auf den 
Fall Rımmannscher Integrale stetiger Funktionen. 

z=eall),asisb,xeE, sei eine abstrakte Funktion. Wir betrachten alle 
möglichen Zerlegungen ; 
A [betr En] 


des Intervalls [e, b] in Abschnitte [#,, t;,..] mit 
bea=h<h<.. <u=b. 


Eine Zerlegung B = [s,, 81, - - Sm] heißt Verfeinerung der Zerlegung A 
= [ip -,in]), wenn jeder Abschnitt [s,, s,.,] Teil eines Abschnittes [,, t;,1] 
ist. Bei der Zerlegung B wird jeder Abschnitt [t,, t;,.] der Zerlegung A selbst 
in eine Reihe von Abschnitten [s,, s;.ı] der Zerlegung B unterteilt. Besitzen 
alle Abschnitte [f;, 4;,,] der Zerlegung A eine Länge, die kleiner als ö ist, 
4 — u <6, so heißt A eine ö-Zerlegung des Intervalls [a, b] und wird mit A, 
bezeichnet. 

Als Integralsumme 8(A, x{t)) der abstrakten Funktion x(t) bezüglich der 


Zerlegung A = [ty ti, - - -, in] bezeichnen wir die Summe 
n—1l 
8(A, «{t)) => lt) (ir 5): (12) 


Wir betrachten eine Funktion x{t), te [a, b], x e E, wobei E ein vollständiger 
Raum ist, und eine Folge von ö„-Zerlegungen { A,,} des Intervalls [a, b], wobei 
für n— © 6„ — 0 strebt. Wir bilden die Integralsummen S(A;,, x{t)). Besitzen 
für »n — 00 diese Summen den Grenzwert 


S = lim S(A;,, =(t)) $ 
RN 
wobei der Grenzwert S nicht von der Auswahl des Zerlegungssystems 4,, 
abhängen darf, so nennt man diesen Grenzwert das Rısmannsche Integral der 


d 
Funktion x(t) über dem Intervall [a, 6] und bezeichnet ihn mit [ x{t) di. 
£ 02 
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Satz 3. Isi x(t) auf dem Intervall [a, b] stetig, so existiert das RiBMANnNsche 
d 
Integral f x(t) di 


a 
Der Beweis des Satzes gründet sich auf die zwei folgenden Hilfssätze. 
Hilfssatz 2. Ist eine Zerlegung B des Intervalls [a, b] eine Verfeinerung einer 
ö-Zerlegung A = 4A, so gilt 


|S(A, zt)) > S(B, «{))|| < ©(ö) (b — a) (13) 
mit 
(6) = sup- Nele) — £(73)|| - (14) 


Wenn der Punkt tim Abschnitt [2,, t;.,,] der ö-Zerlegung A liegt, so ist 


E—4I< 4ı hl sS06. 
Daher wird infolge (14) 
et) — || < w(6).. (15) 


n sei die Anzahl der Abschnitte [f,, i,,,] der Zerlegung A und m die Anzahl 
der Abschnitte [s,, s;;ı]. der Zerlegung B. Da die Zerlegung B eine Verfeine- 
rung von A darstellt, fällt jeder der Punkte i, 3=1,2,...,n, mit einem E7 
zusammen, 5,=%b (hier st O=k, <<... <= m, m>n). Damit 
zerfällt der Abschnitt [#,,t,,,] der Zerlegung A in %k,,ı — k, Abschnitte 
[5 5.1] der Zerlegung B, wobij=k,k+],..., k;ı, — list. Für diese 
Werte 5 gilt wegen (15) 

IIets) — || < &0). 
Deshalb ist 


n—1 kirı—l 
8(A, xl) = 2 zb) (ir — h) = z lt) 2, (41-8); 
Nn— n—1 Bkirı-l 
S(B, x{t)) = 2 (9) (e (41 — 8) = er e xs) (541 — 8) 
i=0 j=h 
y j . rn—-1l kKk+ı-i 
ISA 20) SB = | & Ted ar =) 
i= j=k 
1 k4+ı-l 
ee 2 a) — z{s)|| (41 < 5) 
i=0 j=ki 
n—1l kKirı-l 


saß) % 2 (Guı-S)= ol) (db — a). (16) 


i=0 jek 
Der Beweis ist damit abgeschlossen. 


Hilfssatz 3. Es sei A, bzw. A, eine beliebige ö- bzw. e-Zerlegung des Intervalls 
[a, 6]. Dann ist 


IIS( 4, =) — 8(A, «t))|| < (06) + @(e)) (6 — a). 
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Man kann immer eine Zerlegung B des Intervalls [a, 5] angeben, die gleich- 
zeitig eine Verfeinerung von A, und von A, ist. Daher ist auf Grund von (13) 


IIS(As, (0) — S(B, «))|| < @(8) (d — a), 
||S(A, =) — S(B, zi))|| < w(e) (b — a), 
und daraus ergibt sich 


14, 0) — SA. z@)|| = (@) + oe) ® — a); 
womit der Beweis beendet ist. j 
Wir beweisen nun den Satz. Wir betrachten eine Folge von ö„-Zerlegungen 
{A,,} des Intervalls [a, b], für die für n— 00 6, — 0 strebt. Für die entspre- 
chenden Integralsummen S(A;,, x(t)) gilt nach Hilfssatz 3 die Ungleichung . 


\S(Aon, z{i)) — S(As,ı,, E)|| = (@ldn) + on) (Pa). 
Die rechte Seite der Ungleichung strebt für a — oo auf Grund.der gleichmäßi- 
gen; Stetigkeit der Funktion z(f) gegen Null. Damit konvergiert die Folge 
{8(A,,, z())} in sich. Da aber 8(A,,, «{t)) e E und Bein vollständiger Raum ist, 
besitzt diese Folge in E einen Grenzwert 8. 

Es sei nun eine andere Folge von &„-Zerlegungen {As } des Intervalls (a, b] 
mit, > : gegeben. Auf Grund der vorangegangenen Überlegungen konvergiert 
{S(A,, x{))} für n > oogegen einen Grenzwert $8,. Zu zeigen ist nun 8, = 8. 

"Wir vereinigen beide Folgen der Zerlegungen zur Folge A,, A,, As, A 
Die dieser Folge entsprechenden Integralsummen 


S(A,2)), SA, 2)... 


bilden eine konvergente Folge, deren Grenzwert 8,,. den Grenzwerten 8 

und 8, der Folgen {8(4,,, x({))} und {8(A,,, x{f))} gleich ist. Demzufolge ist 
. ee 

Der Beweis ist Hennit abgeschlossen. 


Wir nennen $ das Integral von x{t) über [a, b] und bezeichnen es init 
d 


ft) di 


a 


er 


Eigenschaften der Integration. 


ee .b i i b b 
1. Tr) + y)] di = fett) di + f yle) di 


:::2 Ist c.ein beliebiger Punkt zwischen a und b, so gilt 


f z{i) di = f =) di + f a(t) de. 


& 


3: Für einen konstanten Zahlenfaktor 4 gilt 


fa x(t) dt - 1/26) di 
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Diese Eigenschaften sind evident. 


4. 


Sat a 


Denn für eine Zerlegung A, = (iu by; - - -, in) gilt 


< file Hlldt. (17) 


n—1 ..n-1 
IS(A,aW)lI= |z 26) ar |<" lkw -0=SlAs jew). 18) 


Für 6 — 0 streben die Integralsummen gegen die Integrale 


b d 
SeWdt und [|| d, 
a a 
und die Ungleichung (18) geht in (17) über, q.e.d. 
5. Wenn für die Elemente x e E, eine rechts- (oder links-)seitige Multipli- 
kation mit Elementen y e #, (s. S. 289) definiert ist, dann gilt 


b b 
Set) ydt = [ xt) diy (19) 
& B & 
(einen konstanten Faktor y kann man hinter das Integralzeichen ziehen). Denn 
wir haben für eine ö-Zerlegung A, = [iy bs - - - in] 
n—1 


S(As z{t) y) a zu) Yyldıyzı — &) 


n—1 i 
= (E zb) (iii — o) y=S8(A, ll) y. (20) 


Für ö6— 0 geht Gleichung (20) in (19) über. 
Bei linksseitiger Multiplikation gilt analog 


b b 
Syst) d=yfet) dt. (21) 
@ q@ 
Beispiele. 1. Ist A ein linearer Operator, der E, in E, abbildet, und x(f) € E,, so gilt 
b b 
Jay ae 


2, Ist A = A(t) ein Operator aus (E,— E,), der stetig von i abhängt, und ist x e E, so 
gilt 


b b 
f AWza=(/ A dt) a 


Im ersten Beispiel ist der Operator A ein konstanter linksseitiger, im zweiten ist x ein 
konstanter rechtsseitiger Faktor. 


Ist insbesondere f ein lineares Funktional aus E*, so gilt 
b b b b 
s( S =) a) = [feti)d), Sf) xd = | Bi) a)e- (22) 


20 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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6. Besitzt die Funktion x = x{t) mitx e E und te [a, b] eine stetige Ableitung 


d 
nach t, x’(t) = Fri x(t), so gilt 


T «’(t) dt = a(b) — x(a). (23) 


Wir erhalten nämlich für ein beliebiges lineares Funktional f nach (22) 


b b b 
s( EX a) - (wora- [eo a. 


fIx()] ist jedoch eine Funktion von i, deren Wertevorrat aus Zahlen besteht. 


Deshalb hat man 
b 


fe] dt = Fleß)] — Sea) - 


Also ist 
b 
J (f &(t) i) = fix(b)] — fIx(a)] . (24) 


& 
Die Gleichung (24) gilt für ein beliebiges lineares Funktional fe E*. Damit ist 
aber (23) bewiesen. 
Wir behandeln abschließend Integrale mit variabler oberer Grenze. z{t) 
sei auf [a, b] stetig und a <t<b. 


Dann existiert 
t 


yi) = [ale) de, 
[7 
wobei y(f) eine abstrakte Funktion von t ist. 
7. Ein Integral mit variabler oberer Grenze einer stetigen abstrakten Funk- 
tion x{f) ist eine differenzierbare abstrakte Funktion der oberen Grenze, und 
es gilt 


(J x(r) ir) - <({). 


Offensichtlich ist 
i+4t 
ye+A)—-yM=f te) de 
v er 


und 
t+-4t 


2) =, N {t) dr. 

[2 

Hieraus folgt 
8 + At) — yüt) ı m 

se gr x{t) = [ [e(r) — at) dr. 


t 
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Für ein gegebenes beliebiges & > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, daß |\e(t,) — {s)|| 
<e ist für |, — i,| < 6. Daraus a sich für |At| < ö die Beziehung 


j ie — z{t)|| dr 


y(&-+ At) — y() 


+48 


Ja]=- 


u + 2 — y(t) 


2 - 07 S m 


Diese Ungleichung sagt aus, daß 


<ermn m 


’t) = lim 
g 40 di 
existiert und daß " 
yi) = x{l) 


ist. 
Lösung von Differentialgleichungen. Wir betrachten die Differential- 
gleichung en 
de : 

zer). (25) 


x —=«x(t) und fli,x) sind Elemente eines normierten Raumes E, und es sei 

teja,b]. Wir setzen voraus, daß fl, x) in t stetig und in x der LiPrscHItz- 

Bedingung 

Je) -/& 29) SL | — ll (26) 

genügt. 
Wir bezeichnen mit C®[a,b] den Raum der stetigen Funktionen z{f) mit 

te [a,b]und xtt) e E. In C®[a, 5] führen wir eine Norm ein, indem wir 


elle = max et) 


setzen. 
Mit E ist auch C”[a, b] ein vollständiger Raum. Diese Behauptung beweist 
man ebenso wie jene für den Spezialfal #= R und (fa, 5] = C[0, 1]. 
Neben der Gleichung (25) betrachten wir 


ee, as<suSZSish+tö<sh. (27) 
do 


Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Gleichung mit A,(x). 4, ist ein Opera- 
tor, der = x{t) aus 0? [t,, ti, + ö] in ein Element desselben Raumes überführt. 
Wir erhalten 


i 
Ada] — Alyall| = \ [fe &{r)) — fir, y9))] in 


148 
= Ilfeate) Kr volilde. 
Daraus ergibt sich nach (26) j 
+6 
IA@) — Ay)lle = 2 |\ztr) — ya)|| dr 


<Lömax |) - Wl=Löle-vule-  @8) 


20 * 
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Wenn Lö < list, dann liefert der Operator A nach (28) eine kontrahierende 
Abbildung des Raumes O[a, b] in sich, und folglich existiert genau eine Lösung 
von (27) (s.$ 7). 

Die Gleichung (27) ist äquivalent zu (25) für den Anfangswert x{f,) = %o- 
Folglich hat (25) genau eine Lösung in dem Intervall [i,, t, + 6] mit z(f,) = %.. 

Insbesondere hat diese Gleichung für einen beliebigen Anfangswert x(a) = x, 
eine einzige Lösung x(t) auf dem Intervall [a, @ + ö]. x(t) kann auf das ganze 
Intervall [e, b] fortgesetzt werden. Ist nämlicha +ö6<bunde@-+ö)= x, 
so konstruieren wir durch Wiederholung dieses Prozesses eine Lösung auf dem 
Intervall [a + ö,a + 26] mit dem Anfangswert x, usw. 


Beispiele. 1. Ist Z# der n-dimensionale Raum, so erhalten wir den bekannten Exi- 
stenzsatz für ein System von n Differentialgleichungen. 


2. Ist E einer der Räume l,, c, m usw., so erhalten wir den Existenzsatz für eine Lösung 
der entsprechenden Klassen "unendlicher Differentialgleichungssysteme. 


S2. Ditferenzenschemata und der Satz von Lax 


Bei der numerischen Lösung von Randwertaufgaben der mathematischen 
Physik nach dem Differenzenverfahren treffen wir auf die Schwierigkeit, daß 
in einigen Fällen keine Konvergenz. vorliegt, wenn die Differenzen der unab- 
hängigen Veränderlichen in beliebiger Form gegen Null streben. Außerdem 
können sich bei der Lösung einer Differenzenrandwertaufgabe während der 
fortlaufenden Berechnung der unbekannten Funktionswerte in den Gitter- 
punkten in so hohem Maße Fehler anhäufen, daß es nicht möglich ist, die 
Lösung der Differentialgleichung näherungsweise durch die der Differenzen- 
gleichung zu ersetzen. So werden wir, wenn wir bei der Lösung der CAUcHY- 
schen Aufgabe die Wellengleichung 


Du _ du 
an Fi? 
durch die Differenzengleichung 
Ur = Us 


ersetzen, wobei u,; und %,; die zweiten symmetrischen Differenzen bezüglich 
der entsprechenden Variablen sind, nur dann Konvergenz erhalten, wenn das 
Verhältnis der Differenzen der unabhängigen Veränderlichen At/Ax nicht größer 
als Eins ist. Ersetzen. wir die Randwertaufgabe der Wärmeleitung 


ou Pu 
Fur 


um, 0)= oe), 0<x 
ul0, 8) = ull, t) = 


A 


, 
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durch das Differenzenschema 
Um Um Umsı— 2Um + Um-ı 
An (Aa)? ? 


a 


n =0,1,2,... 


in dem u; = u (k Ax, n At) ist, und berechnen sukzessiv u2+! aus u, so stellen 


m=yplm Ar), M=ur=0 | 


2A 
wir für GE > 1 eine solche Fehleranhäufung fest, daß die Anwendung des 


angegebenen Schemas unmöglich wird. 

Man hat erkannt, daß diese beiden Erscheinungen eng miteinander verknüpft 
sind. Weiter unten bringen wir für den einfachsten Fall die Resultate von 
Lax [32] in dieser Riehtung. 

Es six=x(),O<tsT, eine abstrakte Funktion, deren Werte in einem 
BanacH-Raum E liegen, und A ein linearer Operator, der in diesem Raum einen 
überall dichten Definitionsbereich D(A) besitzt. Der Operator A kann auch 
unbeschränkt sein. Es sei weiter x, ein festes Element des Raumes E. Wir 
behandeln die Aufgabe 

d 
7=42, 0<SI<T, () 
. (0) = %. (2) 
Als Lösung dieser Aufgabe bezeichnen wir jede abstrakte Funktion x{t), für die 


1. x({t) < D(A) für alle ie [0, 7] ist, 
2. der Differenzenquotient 
z(6 + h) — x{f) 
h 


für h — 0 gleichmäßig auf dem ganzen Intervall [0, T] gegen «’(t) konvergiert, 
3. x(t) der Gleichung (1) und der Anfangsbedingung (2) genügt. 


Für einige x, existiere eindeutig die Lösung der Aufgabe (1)—(2). Die Menge 
D(R) dieser x, ist, wie man leicht sieht, eine lineare Mannigfaltigkeit. Für jedes t 
entspricht einem Element x, e D(R) eindeutig ein Element x(t), das den Be- 
dingungen 1—3 genügt. Wir gelangen zu einem Operator Ru), € der durch die 
Gleichung 

z(t) = Bolt) 0, Rol0) 2, = % (0 < i<T) 


definiert ist und die Lösung der betrachteten Aufgabe.angibt. Auf Grund der 
Linearität des Operators A ist der Operator R,(t) für alle # ebenfalls linear. 
Wir nehmen außerdem an, daß für t— 0, x e D(R), gilt: R,(t) — x. Wir sagen, 
die Aufgabe sei „korrekt gestellt“‘, wenn .D(R) in E überall dicht ist und die Opera- 
torfamilie R,(t) auf D(R) bezüglich t gleichmäßig beschränkt ist: Diese Defini- 
tion der Korrektheit stimmt offensichtlich mit der in der mathematischen Physik 
üblichen überein. 
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Unter den getroffenen Voraussetzungen kann der Operator R,(t) bei jedem { 
stetig zu einem linearen, auf > E definierten Operator R({t) fortgesetzt werden. 
Die abstrakte Funktion x(t) = K(f) x, nennen wir die durch den Anfangswert 
%, € D{R) bestimmte verallgemeinerte Lösung der Aufgabe (1)—(2). Die Opera- 
torfamilie der R(t) ist auf dem Intervall [0, 7] ebenfalls gleichmäßig beschränkt. 
Außerdem strebt für 6— +0 Et) — I im Sinne der punktweisen Konvergenz. 

Wir treffen noch eine Annahme. Wir wollen, wenn wir ausgehend vom 
Anfangswert x, die Lösung «({t) im Punkt t = t, bestimmen und danach mit 
x(t,) als Anfangswert x{f) für & > t, finden, zum selben Resultat kommen wie 
beim Aufsuchen von x({f), unmittelbar von x, ausgehend. In bezug auf den Opera- 
tor R(t) bedeutet das 

Rt — to) RÜio) == RÜ) 
oder 

Ri) Ra) = Rt + 1%) 8) 
für alle i,%, > 0. 

Diese Voraussetzung ist in der Mehrzahl der für die Anwendung wichtigen 
Fälle erfüllt und folgt aus dem Kausalitätsprinzip, wonach die folgenden 
Zustände eines physikalischen Systems völlig durch seine vorangehenden 
bestimmt sind. 

Man kann Bedingungen angeben, die dem Operator A auferlegt he müs- 
sen, damit Gleichung (3) erfüllt ist. Dazu s. z. B. [13]. 

Wir führen den Begriff der Approximation mit endlichen Differenzen ein. 
%p &g.--, &v Sei ein System von Punkten des Raumes Z, die wir als Nähe- 
rungswerte der Funktion x{f) ansehen können, und zwar sei ©, » x(n At), 
n=1,2,...,N;N At=T. Wirnehmen an, daß zur Bestimmung der Punkte eine 
Operatorgleichung vorliege, die der Einfachheit halber nur zwei benachbarte 
Punkte verknüpfe. Da x, ein Näherungswert von x (n At) ist, muß natürlich der 


"in die Gleichung eingehende, x, und x,,ı. verknüpfende Operator von Ai ab- 


hängen. Wir müssen zusätzlich voraussetzen, daß die Gleichung bezüglich x, ,ı 
auflösbar ist. Dann erhalten wir für gegebenes x, eine Rekursionsformel 


= OA), n=0,1..,N-1, (4) 


in der O(At) ein beschränkter linearer Operator ist, der Differenzenapproxima- 
tion der Aufgabe (1)—(2) genannt wird. Da 


zn + YA) — an A) nt m AM) — mn OA) — I, 


At EZ At 4 ” 
A) —I d 
ist, muß a z ; die Ableitung - approximieren. Andererseits ist infolge (1) 
da 
Sollen nr Beziehungen (4) die Randwertaufgabe approximieren, so muß also 
CA) — 


A —Ä notwendig den Operator A in irgendeinem Sinne approximieren. 
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Wir sagen daher, die Differenzenapproximation (4) der Aufgabe (1)—(2) genüge 
der Veriräglichkeitsbedingung, wenn gleichmäßig in ie [0, T] 


Den 


strebt für At— 0 und eine Menge L von genauen Lösungen x{t), für die die ent- 
sprechende Menge der Anfangswerte x, in E überall dicht liegt. 
Es sei für gegebenes x, 


—0 


%+ı = OA) & ; k=0,1,2,....N-1, (4) 
eine Differenzenapproximation der Randwertaufgabe (1)—(2). Durch schritt- 
weise Anwendung der Gleichung (4) fürk=0,1,...,» — 1 erhalten wir 

%, = [CA] x, 6) 


Da dieser Punkt x, einen Näherungswert der genauen Lösung x{(f) = R{t) x, 
für = n At darstellt, definieren wir: Die Differenzenapproximation (4) der 
Aufgabe (1)—(2) heißt. konvergent, wenn für eine beliebige Nullfolge {A,6} 
und jedes x, e Z gilt 

ILOARt] 20° — Ri) zo|| > 0 


für k— oound n, At >tLO<StE<T. 
Die Differenzenapproximation heißt stabil, wenn für eine beliebige Null£olge 
{A,t} die Menge der Operatoren 


[Adr, n=12%..; O0<nMH<T, 


der Norm nach im Raum der Operatoren beschränkt ist. Ist die Differenzen- 
approximation stabil, so sind alle Näherungswerte x, der genauen Lösung 
x (n At) für jeden festen Anfangswert x, gleichmäßig beschränkt. 


Es gilt der folgende grundlegende Satz. 


Satz (Lax). Gegeben sei eine korrekt gestellte Aufgabe (1)—(2) und eine dazu- 
gehörige der Werträglichkeitsbedingung genügende Differenzenapproximation (4). 
Notwendig und hinreichend für die Konvergenz der Differenzenapproximation ist 
ihre Stabilität. - 


Notwendigkeit. Es sei {[C(A,)"} mit 11 —0,0<nrA4,ti<T, eine unbe- 
schränkte Menge des Raumes (E — E). Auf Grund der Bemerkung zum Satz von 
BANACH-STEINHAUS existiert eine Teilfolge {[O0(A,1)]*} und ein Element x,, 
so daß {[C(A/t)* x,} eine unbeschränkte Folge von Elementen des Raumes E 
wird. ; 

Da0 zn, At<T ist, kann aus der Folge {n, A,t} eine gegen eine Zahl 
io € [0, 7] konvergierende Teilfolge herausgegriffen werden. Dadurch erhalten 
wir 

ITOA,H7® zo ©, Mn Ant - 
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Andererseits gilt wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Approximation 


|ILOAHT* &0 — Kto) zol| > 0; 
woraus 
IT OA," &o|| Se ||Rlo) ol =6 


folgt. c ist eine endliche Zahl. Wir haben damit einen Widerspruch erhalten. 
Folglich ist {[C (4,5)]”} eine beschränkte Menge i im Raum der Operatoren. Die 
Notwendigkeit ist damit bewiesen. 


Hinlänglichkeit. x(t) = K(t) x, sei eine zu der in der Definition der Ver- 
träglichkeit auftretenden Mannigfaltigkeit L gehörende exakte Lösung der 
Randwertaufgabe. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein ö, > 0 mit 


I A) &(t) 


«3 


für 0 < At < 6, und jedes i aus [O, 77]. 
Weiter gilt nach der Definition der exakten Lösung für 0 < At < 6, 


t+-At)—eft 
nm yuul|<z 


gleichmäßig in [0, 7] oder unter Berücksichtigung von 
z2(6+ 4) = R( + At), = R(ft) Rt) x, = R(At).x{t) 
für 0 < At < 6, auch 
4 ol<z 
gleichmäßig in [0, 7]. Daraus folgt für 0 < At <ö = min (ö,, 6.) 
IILOtA0) — Ray] aj| <eAt (6) 


gleichzeitig für alle t aus [0, 7]. 
x, sei ein Anfangswert, der die betrachtete Lösung x{f) ber Wir setzen. 


2 = {[C(Art)In; — Rx Al)} %; 


wobei {A,t} eine Nullfolge ist und n, A,E— # strebt. Eine einfache Rechnung 


unter Berücksichtigung der Gleichung 


Rt) Ri&) = Er Rt, -+ 6) > bı, 7 > 0 ’ 
liefert 


2 FTOANPP+! R Um. — (m + 13) Aut] — TOLAMI" R Um — m) Astl} wo 


1 j y 
= 2 [OA LOA) — R(At)} R Im — (m + 1)) Art] zo. 
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Hieraus ergibt sich 
ns—1l x 
Irell = 2 1A II TEA — Ay R me — (m +1) Autlzoll- (7 


Wegen der vorausgesetzten Stabilität der Approximation läßt sich eine Kon- 
stante K mit 
| lea" < & „8 


finden. Dann ergeben (6) und (8) auf (7) angewandt 
ns—1 
als 8 KeAt=KemAt<sKeT. 
Mm=0 


Wegen des beliebigen & folgt daraus 
(2.1 > 0 für A480, mA. 
Weiter erhalten wir 
IKT" — RO} zo|| S |ELOAT® — R (m Art)} zoll 
+ ||ER (rn, Art) — Ri] zo|| = |\z|| + ||TR (or Art) — Ri] wo||- (9 
Wir betrachten den letzten Summanden. Es ist 
| [Rr)—- DR) fr T-mAk-t>0, 
Rn, Ad) —- Rd) = 3 — [Er) - II]Rb) für Tet-mAE>0, 
in, Art. 

In beiden Fällen strebt für n, A, —1t 


| Kr) - 10, | 
und X&(t) oder R() ist beschränkt. Daher ist für & <n, A;t 
|ITR (n, Art) — Rii)]a,|| < RU |IER@) — I] || <eM, (10) 


worin &— 0 strebt für r— 0 und 
2 = sup |IRO) 
ist. Eine analoge Abschätzung gilt für {> n, A4f. Folglich erhalten wir aus (9) 


“und (10) 
|KTOA]* — R&)} zoll < |[z.|| + M 


und, da beide Summanden auf.der rechten Seite für n, A,t— t hinreichend klein 
gehalten werden können, strebt für die Elemente x,, die Anfangswerte der 
Lösüngen der Mannigfaltigkeit L darstellen, 


CHAT RO. 
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Für jedes Element x des Raumes E kann 

{ [OA] — Ri} = = {LAT — Ri} zo 

+ [OA] (& — ©) — Bl) (@ — &o) 
geschrieben werden, und alle drei Summanden rechts können hinreichend klein 
werden, der erste auf Grund des eben Bewiesenen und die zwei anderen des- 
wegen, weil die Elemente x, in E überall dicht liegen und die Mengen { [C(A,)7”} 
und { R(t)} beschränkt sind. Somit ist überall in E für A, — 0,0% Aut —t, 
{TC(A,8))* — Ri)}x—0. 


Die Hinlänglichkeit ist damit bewiesen. 

Als Anwendungsbeispiel für den Satz von LAx betrachten wir die Lösung 
der Cauc#vschen Aufgabe für die Wärmeleitungsgleichung nach der Differenzen- 
methode: 


ou u 
ur tze ISI=SWOSI<T, 
‚rd,ıd)=ua,h)=0, WEN) =old). (11) 


Als grundlegenden BanacH-Raum wählen wir den Raum 0,[0, a] der auf dem 
Intervall [0, @] stetigen und in den Eckpunkten dieses Intervalls verschwinden- 
den Funktionen. Dann kann eine stetige Funktion w(£, t) zweier Veränderlicher 
mit u(0, t) = ula, i) = 0 als eine einparametrige Familie 


ulE) = eet) 
von Elementen des Raumes C,[0, @] angesehen werden, und die Randwertauf- 


gabe (11) nimmt die Form 


de 
ai? x(0)=o (12) 


an. A ist dabei der auf der Menge D(A) der zweimal stetig differenzierbaren und 
in&=0 und &=a verschwindenden Funktionen des Raumes 0, [0, @] defi- 
nierte Differentiationsoperator 


d2 
uw. 
A=c dee * 
Als approximierende Randwertaufgabe wählen wir das System 
N n—1 N N n 
U — U 2 U+i 2 U; + UW—1 
En =c (A8j8 E (13) 


j=12,...,J-1L,n=12..,N,J4&: =aNd=T, 
und die Randbedingungen 
eur, FErpide. (14) 


Die Lösungen des Systems (13) sind ursprünglich nur in den Gitterpunkten, 
d.h. in den Punkten der Form (j A&, n At) erklärt. Durch lineare Interpolation 
definieren wir sie zusätzlich in allen restlichen Punkten des Rechtecks0 SE sa, 
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6<t<T und bezeichnen diese Lösungen mit uf, t). Wiederum werden wir 
die a(£, n At) als Elemente x„des Raumes CO, [0, a] ansehen und sie als Näherungs- 
werte der Lösung x(f) im Punkt = n At auffassen. Nimmt man an, daß JE 
und At nicht unabhängig sind, sondern daß JE = g(At) ist mit g(a) — 0 für 
&— 0, so kann die approximierende Randwertaufgabe als Rekursionsformel 


Ln+i = CA), m=P; 
n=0,1,2,..,N-J1, 
geschrieben werden. Die Aufgabe (11) und folglich auch (12) ist bekanntlich 
korrekt gestellt. Für hinreichend glatte Funktionen konvergieren die Diffe- 
renzenquotienten gleichmäßig im Rechteck O<E sa, O<st<T gegen die 
Ableitung; für solche Funktionen gilt für At— 0 
Ivo) —ıI 
| FT 
demnach sind auch die Verträglichkeitsbedingungen erfüllt. 
Für die Lösungen der Differenzenrandwertaufgabe gilt ein Extremal- 
prinzip: 
Der größte (kleinste) Wert der Lösung in den inneren @itterpunkten kann nicht 
größer werden (kleiner sein) als der größte (kleinste) Wert der Lösung in den 


Randpunkten. 
Den Beweis führen wir indirekt. Es sei 


(15) 


4) 2) —0, 


Po 


u = Jo 
der maximale Wert der Lösung, den sie in einem inneren Punkt annimmt. Wir 
setzen dabei voraus, daß n, und j, die kleinsten Werte der Indizes n und 5 
sind, für die u? — u gilt. Gleichung (13) erhält für diese Werte die Gestalt 


et _ a ae 
At BE (48) 
Diese Gleichung ist jedoch nicht erfüllbar, da ihre linke Seite wegen 


2—1 
u > u 


positiv ist und die rechte wegen 
ur 
und 
| >, | 
negativ. Der auftretende Widerspruch bestätigt das Extremalprinzip. 
Das Extremalprinzip ergibt, daß die Funktionen {&, t) den größten und 
kleinsten Wert auf dem Rand des Rechtecks 0 sE<a,0 <t< T annehmen. 


Wird jetzt Gleichung (15) in der Form 
&n = [EA] p 


geschrieben, so folgt 
sup [m.tE)| = ITOLANT pl] = sup oal = Ilell. 
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woraus sich ||[O(At)]?|| < 1 für alle At und n ergibt. Also ist die Approxima- 
tion stabil. Nach dem Satz von Lax folgt hieraus, daß die Lösungen der Diffe- 
renzenrandwertaufgabe gegen die Dead der Randwertaufgabe der Differen- 
tialgleichung konvergieren. 


$ 3. Das Differential einer abstrakten Funktion 


Definitionen. E, und E, seien lineare normierte Räume, y = f(x) sei eine 
in E, erklärte abstrakte Fonkeren: deren Wertebereich in E, liegt. 

In Analogie zur Definition des Differentials einer Einktion von endlich 
vielen Veränderlichen geben wir zwei Definitionen des DiHerenmals einer ab: 
strakten Funktion an. 


Das starke Differential (Frecuersches Differential). Es sei } ein beliebiges 
Element des Raumes E,, und es möge ein (i.a. von & abhängiger) aeater 
Operator le(E,„— E,) existieren, für den aus 


f@+M —f@) = Ih + wla, h) e 
folgt ' 
- olz, h " - ne 
lo tür jo. ® 


In diesem Falle heißt !h das dem Zuwachs h entsprechende starke oder 
Fr&cuHertsche Differential der Funktion f(x) im Punkt x. Es wird mit df(x, r) 
bezeichnet. 

Den im allgemeinen von x abhängenden One: ! bezeichnen wir mit f(x ). 
Dann ist -  Aualla 

aa,h)=fa)h, a)e(i.>B,)- 8) 


Der Operator f(x) kann als eine Funktion von x angesehen werden, die auf der 
Punktmenge {x} c E, definiert ist, auf der f(x) differenzierbar ist, und deren 
Wertebereich in (E,— E,) liegt. 

Wir nennen f(x) die erste starke Ableitung oder Fräcuhkrsche Ableitung der 
Funktion f(x) im Punkt x. Gleichung (1) kann in der Form 


J@e+M—- fe = fe) h+ oh) (4) 


geschrieben werden. Der erste Summand der rechten Seite dieser Gleichung 
ist eine lineare Funktion von A. Sie approximiert f (x + h) — f(x) bis auf Größen 
von höherer Ordnung als ||A]]. 


Das schwache Diiferential (Garkauxsehes Differential). Als schwaches Differen- 
tial der Funktion f(x) im Punkt x wird der Ausdruck 


/@ a Fe) 


Df(x, h) fl +ih)| „lim 


0 
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bezeichnet. Voraussetzung ist, daß der auf der rechten Seite der Gleichung 
stehende Grenzwert, der im Sinne der Normkonvergenz zu verstehen ist, 
existiert.!) ; 

Beispiele. 1. Es sei Z, = E, = ([a, b] und 


b x 
fa) = f Ki, s) 9(s, x(s)) ds. 


Der Kern Kit, s) ist im Quadrat a <t, s <b stetig; g(u, v) ist eine im Streifen a <u<sb, 
-.00 £y< -+ © definierte und stetige Funktion. Dann ist f(x) eine in O[a, 5] definierte 
abstrakte Funktion. Ihre Werte liegen in demselben Raum. 

Wir nehmen an, die Funktion g(v, v) wäre nicht nur stetig, sondern besitze die im Streifen 
azsusb -— o <e<+ © gleichmäßig stetige partielle Ableitung g,(w, v). Dann ist 
(@) eine stark differenzierbare Funktion. Für eine beliebige Funktion h(s) e O fa, 5] gilt 


b b 
@-+h —- fa) = J[ Ks) g(s, x(s) + Ms)) ds. — [ Kit, s) g(s, x(s)) ds 


= f Kit, s) [g(s, x(s) + h{s)) — g(s, x(s))] ds . 
Nach dem Satz von Diouanen ist j 
9(5; x(s) + h(s)) — 9(s x(s)) = 9u(s; 2(s) + 0(s) h(s)) h(s) 
mit. 0 < 0(s) <s1.. Weiter wird 
9(8 25) + 98) hls)) = 9(5: &(8)) + &(s (8), As) Ks))) - - 


Wenn ||| >0, d.h. A(s) —0 gleichmäßig auf [a,b] konvergiert, so: konvergiert auch 
&(s, x(s), 0(s) h(s)) — 0 gleichmäßig auf [a, b], da eine im abgeschlossenen beschränkten 
Bereich a Ss sb, «| < c,, |u| S c, stetige Funktion dort gleichmäßig stetig ist. Deshalb 
ist J 


H 6 x 
fa@+h) — f&) = J Kt, 5) 9.(8, x{s)) hs) ds 


+ [xe, s) a(s, x(s), 6(s) k(s)) ds = Ih + wa, h) 


mit ; 
Ih = f Kit, s) 9,(s (s)) h(s) ds 
und ; e 
oz, h) = f Kit,'s) a(s, x(s), #(s) ks)) k(s) ds. 
Dabei’ gilt e 


Io(z, h)|| = max f Kit, s) a(s, x(s), 6(s) k(s)) h(s) ds 
= a (7 


= aRE IK, 8)| Ila(s, x(8), 08) Ke))II(b — a) Iihll = c |lo(s, 2(s), 68) Ka))IlIiRll. 


2) Manchmal heißt der Ausdruck 
im fe tin fe) 
BR i>0 4 
schwaches Differential, wobei der Grenzwert im Sinne der schwachen Konvergenz. der 
Elemente zu verstehen ist. Das Garzauxsche Differential ist homogen, seine Additi- 
vität.wird jedoch nicht vorausgesetzt. 
au) nl + u) — nl 8). 


310 Kapitel VIII. Fragen der Differential- und Integralrechnung 


und daraus folgt für ||r}] — 0 
Bl <e |Ie(s, &(s), Ks) Ma))II > 0. 
Folglich ist f(x) nach Frfcner differenzierbar und 
dfia, h) = / Et, s) 90(8, ©(6)) Ks) ds. 


2. Wir untersuchen im Raum C!fe, b] der stetig differenzierbaren Funktionen y(f), 
a<t<b, mit der Norm 
Iiyll = Mr (vol, vol) 


das Funktional der einfachsten Variationsaufgabe 


b 
= J Fit, y(t), vo) di. 


Die beiden Definitionen des Differentials Be en den beiden bekannten Definitionen 
der Variation. 

Analog verhält es sich mit anderen Funktionalen der Variationsrechnung. Der Begriff 
des Differentials einer abstrakten Funktion ist gerade in der Variationsrechnung ent- 
standen. 

Satz 1. Existiert das Fr&cHETsche Differential, dann existiert das schwache 
Differential, und es ist df(x, h) = Df(z, h). 


Beweis. Es ist 
S@+tn — fi) = dfiw,ih) + wo(w,th)=täfle,h)-+ w(a,th). 


Nach (2) wird ||o(z, : R)|| = o(||t R||) = orlt| ||R||) = olt) für *— 0 von höherer 
als erster Ordnung klein. Darum strebt 


EHEN) _ apa, + ER apa, 1) 
für t—0. Also ist 
ie ee 2 NE 


t—>0 a 


Damit haben wir bewiesen, daß das schwache Differential existiert und gleich. 
dem Frfchntschen Differential ist. 

Df(x, h) braucht nicht linear in h zu sein. Ist dies aber der Fall, so folgt 
Dfix,k) = Lh= f”(&) h, wobei f“”(@) ein linearer Operator bezüglich k und 
fe) € (E,—> E,) ist. Wir nennen dann f(x) die schwache Ableitung der 
Funktion f{«) im Punkt «. 


Satz 2. Baistiert in ||e — || Sr das schwache Differential Df(x, h) und 
ist es gleichmäßig stelig in x und stetig in h, so gibt es in dieser Umgebung das 
Fräcaztsche Differential df(x, h), und es gilt df({x, h) = Df(x, h). 

Beweis. Ist ||h|| < r(&), wobei r(x) der Radius einer Kugel um x ist, die 
ganz in der Kugel ||x — x,|| < r liegt, so existiert in allen Punktenz, == +th, 
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0<st<1l, Df(z, h). Da 
Df(x.,h) = lim 


AD 


At 


und 


+ Atih=&-+(t+A)h=nıu 
ist, so folgt 


Dfi&,, h) = lim 


JO 
Wir zeigen die Additivität von Df(x, h) in bezug auf k: 
Df (& hy + he) = Df@, hı) + Dfl@, ho). (5) 


Zunächst bemerken wir, daß aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion 


= d d 
Kerr fa) ER Sf) = Frah; +th. 


Die) = fe + th) 


folgt 
: 


fe +tm) Se) = [ re +rh)dr 


{0} 
t 
= j Dfw + rb,h)de = t.Dfe,h) 4 o.. (6) 
1] % 


wobei 
© =; [Df@ + Thu) — Dfie, hı)] dr 


gesetzt wurde. Entsprechend erhalten wir 


Fett +h)) fa) =iDf(eh, +) + ws (7) 
mit 
t 
= SIDf@ + Eh + ho), ln +) — Dia, In + Muller, 
sowie 
@+tlh + h)) - fa +th)=iDfle, ho) + ©; (8) 
mit 


@z _ fIDfe +th,+Tly,h,) — Dfie, h)]dr. 
ö 


Da Dfix, h) stetig in x ist, ergibt sich für ein beliebiges & > 0 bei hinreichend 
klenemt>O0und0O sr<sit 


Df@ + Th, h) — Dfe, hı)|| <—, 


IDf@ ++), +) Dh + ll<z; 


|IDf@+thh+Th,h,) — Dfie, h,)|| Se: 
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Also folgt 


t 
f [Df(@ + Th, h,). — Dfla, hy)] de 
0 


[3 
<zi 


DE 


und entsprechend 
lol < gt, Moll <zt- 
Aus (6), (7) und (8) ergibt sich 
0=-f@+th) Fol +F@ til th) Fatih) 
—[f@+tlh + h)) — F@)] 

= t[Df(@, h,) + Dfia, he) — Df(&, kn + ho)] + @ı + @ — @;; 

d.h. 
Dfia, hı) + Dfia, I) — Df(&, hı + h) = (01 + 0 — 0) 


und damit 


u! j 

||Dftw, hı) + Dfi@; he) — De, hı + h)|| = (lesl| + ||o2|| + os) <e- 

Weil aber & beliebig gewählt war, wird 
IIDf®, Rh) -+ Dfe, he) — Die, hı + h»)|| —=0, 

womit (5) bewiesen ist. 

Außerdem war Df(x, h) stetig in h vorausgesetzt. Dann ist Df(x, h) aber ein 
linearer und beschränkter Operator in bezug auf h: Df(x, k) = f“”(«) h, und mit 
Df(x, h) ist auch f(x) gleichmäßig stetig in x. 

Wir beweisen nun, daß 


fe +) — fa) = le) h + ol||A) | (@) 


ist. Dann stimmt nämlich Df(x, h) als der in h lineare Anteil des Zuwachses 
fix +5) — fie) mit df(x, k) überein. Wir erhalten 


1 1 
@+h) — fi) = fe j ındı= [ Df@+t1,n)aı 
N) f) 


1 

- | 1 fP@+ th) a) h=-fO@)h-+o (9) 

ö 
mit 
I.” 
oo= i JPe@+th) — f”e)] al h. 
6 

Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f(x) geht für <t=s1 


a +2) Pol ati) >0 „für [Al>0. 
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Daraus folgert man 


lol < y oe +13) -°@)] il I] | 


SP@+ih) — Fe) Id |iRl] = ati) IA 


1 
</| 
ö 
und (4’) ist bewiesen. Somit haben wir 
Dfie,h)=df@h) und fe) = f(«) 
gefunden, q.e.d. 


Im folgenden werden wir stets voraussetzen, daß für alle betrachteten 
differenzierbaren Funktionen Df(x, h) = df(z, h) ist. 


Bemerkung. Wenn in der Umgebung ||® — x,|| < r von x, die Ungleichung 
r@l<z 
gilt und z,, x, dieser Umgebung angehören, dann folgt daraus 
a) Se) SL la - all. 
- Da der Bereich ||x — x,|| < r konvex ist, gehört mit x, und x, auch die Strecke 
=(1-)m,+ti2,, 0<st<s1, 
zu dieser Umgebung. Danach ist 


I@ll=# 
Weil aber 
\ I 
| FR) — fa;) ne Fa) (& — 2) di 
gilt, so folgt 


te) eo] SS Ir@Ild Ir al Sl - all. 


$ 4. Ein Satz über den inversen Operator. Das Newronsche Verfahren 


Mit Hilfe des Begriffs der Ableitung eines Operators kann ein lokaler Satz 
über die Existenz des inversen Operators bewiesen werden, der analog ist zum 
Satz über die Existenz der Umkehrfunktion einer monotonen Funktion mit 
nicht verschwindender Ableitung. 


Satz 1. Ein Operator y = f(x) sei in einer Umgebung eines Punktes x, des 
Raumes E, definiert und bilde diese Umgebung in einen Raum E, ab. Die Vor- 
aussetzungen sind: 

1. fi) = Yo; 

2. die Ableitung f’(x) existiert in der erwähnten Umgebung des Punktes x, BEE: 
ist dort beschränkt und stetig; 


3. [f@o)]} ewistiert. 


21 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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Behauptung: Dann existiert in einer Umgebung des Punkies y, der inverse 
Operator = = f\(y), nimmt im Punkt y, den Wert x, an und ist stetig in der 
Umgebung von Yo- 


Wir betrachten. die Gleichung 
x — Al; y) (ı) 
mit 
Aa; y) = - [RT (FR) — Y)- (2) 
y spielt die Rolle eines Parameters. 

Hat für gegebenes y e E, Gleichung (1) die Lösung x, so ist f{x) = y und umge- 
kehrt. Für den Beistensbewen der Lösung von Gleichung (1) verwenden wir 
das Prinzip der kontrahierenden Abbildungen. 

Wir erhalten für festes ye Z, 

Ay) =I- FR) = FR) (Po) — IR) > 
und daraus folgt für ||«e — x,|| <r 

Asyl IR - Fell = ar) » 

worin für r — 0 infolge der vorausgesetzten Stetigkeit von f(x) q(r) — 0 strebt, 
Daher genügt der Operator A(x; y) einer Liescourrz-Bedingung bezüglich der Ver- 
änderlichen x: 

Aa; y) — Alt; y)|| = g(r) Ieı ar al; , 2 % € Say r). (3) 
Wir schätzen die Differenz A(x,; y) — 2%, ab und erhalten 

||Al®o ; y)— EI zu I (fo) = Y)\| 
= | f@T WW Ss IT IIy = Boll; 


Ale) — all < |ILFROIL Ir — Hol (4) 
Weiter ist auf Grund der Ungleichungen (3) und (4) 
IA; y) — zoll S Aw; y) — Also; Y)ll | 
+ Mes 9) - zoll Sarll= — zoll + FRI Ir — Yo] - 
Wir wählen nun r, so, daß qg = g(r,) < 1 und betrachten ein y aus der os 


-Hl<n=a- Nr] - 
Dann ergibt die vorige Ungleichung 


d.h. 


Aa; y) — || <a |e — ol] + rar If@||r<r, 


d. h., der Operator A stellt kontrahierende Abbildungen der Kugel ||e — zy|| 
< r,in sich dar. Deswegen entspricht jedem y, ||y — y.|| < r,, eindeutig ein x 
mit ||x — &o|| < r, und f(x) =y. Dadurch wird auf der Kugel ||y — yo|| <r, 
der inverse Operator x = o(y) definiert, und seine Werte liegen in der Kugel 
Ie — wo|| <rz. Es ist plyo) = &o- 
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Aus der Ungleichung (3) folgt 


Ilptyı) = ?Y)|| = |I@e == z|| == A; Yı) — Al; Y)|| 
= Aa; ; Yı) — Alt; Yo)|| + (A; Yo) — Alto; Y)|| 
< ||[f@o)T|| ya — gell + a Ieı — well - 
Hieraus entsteht 


1-9 ey) — e@Wl| < IF ET" pr — Bell 


pa) — PWa)l| < nl \ 


oder 
a Yal| > E (5) 


d.h., der inverse Operator p(y) genügt in der Kugel ||y — yo|| <r, einer 
LiescHitz-Bedingung und ist folglich stetig. 

Der Satz ist damit bewiesen. 
‚ Entsprechend dem Prinzip der kontrahierenden Abbildungen kann der in- 
verse Operator o(y) als Grenzwert einer Folge von Operatoren ,(y) erhalten 
werden. Diese Operatoren sind durch 


9lY) = 8 > 
a) =ARm-Y;N) (a -Hl<n; r=l2..) (6) 


bestimmt. Da A(x;y) auf der Gesamtheit der Veränderlichen stetig ist, kann 
durch vollständige Induktion nachgewiesen werden, daß alle Näherungen 
9„(y) stetige Funktionen von y sind. 

Weiter zeigt die ee 


etw) - ll < za) — Frl] = I) fe — Yll >» 


daß die Konvergenz der Folge p,(y) gegen den Grenzoperator oly) i in der Kugel 
Ivy — || < r, gleichmäßig erfolgt. 


er 


Beispiel. Wir betrachten im Raum C' [0,1] die nichtlineare Integralgleichung 
1 
xt) — [ Kl, s,x(s)) ds = ylt) , (7) 
ö 


deren Kern Kt, s,u) im Bereich Ost, s<1l, - w<u< + w, stetig ist und dort eine 
stetige Ableitung K,ft, s, u) besitzt. Außerdem gelte 

a) Kit,,0)=0 und K,lt,s0) 0; 

b) 1 ist kein N des Kemes K,ft, 5 0), d.h., die lineare Integralgleichung 


A] Ru (t, s, 0) z(s) ds = 0 


besitzt keine nichttriviale Lösung. 
Schreibt man die Gleichung (7) in der Form 


fa) =y> (8) 


21* 
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so gilt, wie man leicht beweisen kann, 
1. f(0) = 9; 
2. die Ableitung f’(x) existiert in einer Umgebung von Null und hat die Form 


f(e)h= hit) — Eu 8, 2(s)) hs) ds ; 
ö 


aus diesem Grunde ist sie in dieser Umgebung beschränkt und stetig; 
3. wegen b) existiert [(O)]. 
Dann besitzt nach dem soeben bewiesenen Satz die Gleichung (7) für alle hinreichend 


kleinen rechten Seiten .y(#) eine eindeutige Lösung, die mit der Methode der sukzessiven 
Näherungen gewonnen werden kann. 


Das Newronsche Verfahren. Ein weiteres Beispiel der Anwendung des Be- 
griffs der verallgemeinerten Ableitungen abstrakter Funktionen stellt das 
Newronsche Verfahren zur Lösung von Operatorgleichungen dar. Bekanntlich 
besteht die Nmwronsche Methode für eine Skalargleichung f(x) = 0 in der 
Bestimmung einer Folge von Näherungslösungen nach der Gleichung 


Ep 


Erfüllen die Funktion f(x) und ihre Ableitungen einige Bedingungen, so 
konvergieren die Näherungslösungen x, gegen einen Grenzwert, und dieser ist 
eine Lösung der Gleichung. 

L. W. KanrtorowııscHh hat gezeigt, daß das Newronsche Verfahren auf 
Operatorgleichungen übertragen werden kann. Wir betrachten hier diese Über- 
tragung, wobei wir zur Vereinfachung des Beweises ziemlich starke Einschrän- 
kungen machen werden.!) 

Es sei die Gleichung 

| fa-0 (9) 
gegeben, wo f(x) eine in einem Banac#-Raum E, definierte abstrakte Funktion 
ist, deren Werte in einem BanAcH-Raum E, liegen. Wir nehmen an, daß in 
einer Kugel S$(x,, r) mit dem Mittelpunkt x,, den wir als Näherungswert für 
die Lösung der Gleichung (1) verwenden, die Funktion f(x) stark differenzierbar 
ist und ihre Ableitung f’(x) der Lirschitz-Bedingung 

re -fol=Lzie-&ll e) 
genügt. 

Existiert außerdem [F@), so können wir in Analogie zum skalaren Fall 
die aufeinanderfolgenden Näherungen nach der Gleichung 


i In+ı — in FR)" Fa) 
konstruieren. Diese Gleichung hat jedoch den Nachteil, daß sie sukzessiv die 
Kenntnis der inversen Operatoren [f’(z„)]”* erfordert, d.h., sie verlangt im 
Grunde genommen die Lösung der linearen Operatorgleichungen 
a)h=9g. 


2) Zur ausführlicheren Behandlung auch bei weniger starken Einschränkungen s. [14]. 
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Um das zu vermeiden, wurde von KANToROWITScH eine Modifikation des 
Nzwroxschen Verfahrens vorgeschlagen, nach der die Folge der Näherungen 
. nach der Gleichung 


2 = %, — [fi I fan) j (1) 


bestimmt wird. Für jedes » tritt hier ein und derselbe inverse Operator auf. 
Wir beschäftigen uns nur mit dem modifizierien Newronschen Verfahren: 
Wir führen folgende Konstanten ein: 


M= ||F@)T||; = FR Fewo] - 
Satz 2. Ist 


und t, die kleinere Wurzel der Gleichung h 
h„R—-t+1l=0, 
so besitzt die Gleichung f(x) = 0 in der Kugel 
Ile — zoll = to 


eine senekiege Lösung x=*, und die nach Gleichung (11) bestimmte Nanelingefäige 
konvergiert gegen diese Lösung. 
Wir betrachten den Operator 


Ac=:—- fa)" fe). 
Dieser Operator bildet die Kugel ||e — x,!| < ty, in sich ab. Es gilt nämlich 
ARL—- Ha — a - [FRI fe) 


= [FR a0) (8 — 20) — Fa) + Fa) } - Fa" Ro). 
Hieraus folgt 


A®— zl| s |If&o)T fa) — flo) — Flo) (& — zo) + FRI FR) > 
d.h. 
IA x — a <S ei If(@) — fa) — Fa) (& — o)|| No: 


Wir betrachten die N 
oz) = fx) — Fr) — Fir) — 8%) - 
ea) = la) - Flo) - 


Es sei x € $(&,, fg, 7,); dann ist 


all = If) - Fol Ss Lie — || <= Liom - 
Deshalb wird ; 


\e@)| = |\et®) — plzo)|| S Ztono ||r — voll S Lo n0)? : 


Es gilt!) 


1) Die Ableitung des linearen Operators U x = f/(x,) & ist gleich /(z,). 
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Somit besteht, sofern x € S(&,, fg, 90) Ist, die Beziehung 


4: - | = MLb&m tn MLnhkt+d=emnmht+D=mte; 

d.h., der Operator A führt die Kugel Ile — 2|| < tn in sich über. 

Wir zeigen: Der ma? erzeugt in dieser Kugel eine kontrahierende 
Abbildung. 

Für ze $(&, ty 70) Ist 
Aa) = I - FR) Fe) = PR) (FR) - FR) 
und deshalb. 

Mall = Ms If) — F@o)|| = ML —||<s M,Lnb. 

Da ti, die kleinere Wurzel der Gleichung ,? —t+1=0 ist, muß 
1-Y1-4h 
0 2, 
sein. 

Folglich ist 


‚Iran _1-N 4% 


Daraus ee 


As-Asjlsale-2l, (12) 
und die Behauptung ist bewiesen. 

Somit erzeugt der Operator A eine kontrahierende Abbildung der Kugel 
S(z9 ty No) in sich und besitzt deshalb in dieser Kugel einen eindeutigen Fix- 
punkt x*. Für diesen gilt 

ar ar — [FR F@*) 
d. h., x* ist Lösung der Gleichung (9) 


fer) = 
Der Punkt x* ist Grenzwert der Näherungsfolge 
In = A = in — I@)T" Fan) . (11) 


Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 


1 
Bemerkungen 1. Die Bedingung Ah, = er kann man erfüllen, indem man 
die Anfangsnäherung x, der Lösung hinreichend nahe: wählt. 
2. Die Konvergenzgeschwindigkeit der Näherungsfolge wird im modifi- 


zierten Nzwrox-Verfahren durch die aus (12) leicht herleitbare Ungleichung 


I f@o)l| 


bestimmt. Beim ursprünglichen (nieht modifizierten) Newron-Verfahren ist die 
Konvergenzgeschwindigkeit höher, zwar ist 


(him. 


la. — »*| = 


I — »*| = 
Weiteres darüber s. [15]. 


_ 
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Beispiel. Wir betrachten die nichtlineare Hammarsteinsche Integralgleichung 
1 
at) — [ K(i s) g(s, z(s)) ds = 0, (13) 
6 


deren Kern K(t, s) auf der Gesamtheit der Veränderlichen im Quadrat 0 st, s<S1 stetig 
ist; die Funktion g(s, «) ist im Streifen O<s<1l, - m <u< + © stetig und besitzt 
die stetige Ableitung g,(s, w), die bezüglich der zweiten Veränderlichen der LirscHirz- 
Bedingung 

945 %) — Il uo)| SA u — We] 


genügt. Dann bildet die abstrakte Funktion 
fe) = tt) — it Kt, s) g(s, z(s)) ds 
den Raum. CO [0,1] in sich ab. Sie ist stark differenzierbar, wobei 
fa)h=Mt) — rw 8) 94 (8, &(s)) his) ds 


ist, und die Ableitung f(x) genügt ebenfalls einer Lirscutrz-Bedingung 


I - POS arle — Sl 
mit a = sup [Ält, s)|. 
t,s 
Ist 1 kein Eigenwert der linearen Integralgleichung 


ka)—Af "Et, 8) 9u(5 &u(s)) Als) ds = 0 (14) 
und i 5 


1 
M,= sup: | IRslt, s, 1)| ds, 
v0 


wobei Ry(i, s,A) die Resolvente der Gleichung (14) bedeutet, so konvergiert unter der 
Bedingung 


1 
=LMm= = 
mit 
= sup f IB, 5 I ol) — Ri K(s, 6) g(e, ©9(0)) de| di 


das Nzwron-Verfahren für die Gleichung (13) mit der Anfangsnäherung x,(f) gegen eine 
Lösung dieser Gleichung. 
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Multiplikation von Elementen. Häufig hat man es mit einer Multiplikation 
zu tun, bei der Faktoren und Produkt Elemente aus verschiedenen Räumen 
sind. 

Wir betrachten drei lineare Räume E,, E, und E, und führen eine Multi- 
plikation ein, die je zwei beliebigen Elementen x e E, und ye E, ein Element 


320 Kapitel VIIL. Fragen der Differential- und Integralrechnung 


2=wxyeE, zuordnet. Diese Multiplikation soll die folgenden Eigenschaften 
haben: 


1. (#1 Fa)y=uy+mY, 
2.2(y +Yy)=rYyı T%% und 
3. für 2, — x und 92 — y soll &, yn — & y gehen. 


Die Multiplikation x y ist für festes x eine bezüglich y additive und stetige 
Operation. Sie ist somit eine lineare Operation, die auf E, definiert ist, und 
deren Wertevorrat in E, liegt. Ebenso ist die Multiplikation x y für festes y 
eine lineare Operation, die Z,in E, abbildet. Hieraus folgt, daß 


As)y-Alky) ud zAy)=A(cy) 
gelten. 


Beispiele. 1. A bzw. B seien lineare Operatoren, die E, in E, bzw. E, in E, abbilden. 
Dann ist B A ein linearer Operator, der E, in E, abbildet. 


2. Wenn x{t) eine Funktion aus Zp[0, 1] und y(t) aus Z,[0, 1] ist, dann ist ihr Produkt 
(6) = (6) y) 


1 1 1 
ein Element aus 2,[0, 1], wobei = — =—+ ist, wie aus der HöLperschen Ungleichung 
unmittelbar folgt. ? Er i 


3. Das inner& Produkt zweier Elemente x und yeinesreellen HıLBERT-Raumes kann man 
als Produkt von x mit y auffassen: ve H,yeH, xy = (x,y) aus R=(— wm, oo), 


4. Wenn ze E, und 4 ein linearer Operator aus (BE, — E,) ist, so kann Axwc E, als 
Produkt von A mit x angesehen werden. 


Man prüft leicht nach, daß für die angeführten Beispiele alle Eigenschaften der oben 
erklärten Multiplikation erfüllt sind. 

Satz. Sind E, E, und .E, lineare normierte Räume und ist xy = 2 erklärt 
(ve E, yeE, 2€ E,), so existiert eine positive Konstante M derart, daß 

Iesil< N |lelllvll@e Buy € B,) 

ist. 

Wir nehmen das Gegenteil an. Dann kann man für jede natürliche Zahl 
n Elemente x, € E, und yn € E, finden, so daß 

en Ynll >» [all (all 

ist. Wir setzen 


SE 1 


le ae 0 
ee Te ae, 


und erhalten 


Kun 1 l 
le a a lien, I: 
In sul = 5 Te 19 sul > 
Andererseits ist 


I2l=+, Imll=+- 


Somit streben ||x,|| und ||y,|| gegen Null, während ||«, z,|| größer als 1 bleibt. 
Dies ist aber ein Widerspruch zur Stetigkeit: der Multiplikation. 
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n-gliedrige Linearformen. EZ, #&s : - ., E,, E seien lineare normierte Räume. 
Eine Funktion afh,, Ra, . . ., %,) mit h, e E, und Wertebereich in E heißt n-glied- 
rige Linearform, wenn sie linear und homogen in jeder der Veränderlichen 
Rs Rio, . . ., An ist. 


Wir vereinbaren afh,, hy, ..., An) = “hf... N, zu schreiben. Als Norm 
von a werden wir die Zahl 


ah, Aa... Anll 
lie|| = sup TE Mall. An & 


bezeichnen?). Offenbar ist 


a Rı ha. Ani = |jell All IRell--- Anl. 


Ist 
ahı...m=bh... An 


für beliebige A, Ay .. ‚Am, so sola—b sein. -Die Gesamtheit der Formen 
a=ah...„mitl,eE,undah,...h„e# bildet einen linearen normierten 
Raum, wenn man die Summe und die Multiplikation mit einem Skalar im ge- 
wöhnlichen Sinne auffaßt und die Norm von «a durch die Gleichung (1) definiert. 
Man kann also die Form ah, ... h. wie folgt interpretieren: 
ahı...Mmn-ıe (EEE) 
ah... n-28 &-1ı > (ER >B)]; 
ah > [BE >-:-—(E, EZ)... 
ace(H>{E>[E,>--->(E>E)...)]). 
Ahıkeo...h, ist somit. als ein von links nach rechts gebildetes Produkt der 
Elemente a h,, ha, . . ., h, aufzufassen: 


alnhy.. m=L...[ah,) dell... .t m: 


Eine Form heißt symmetrisch, wenn R, =E,=-.--=E,undah,hz... in = 
—=ah,h,.:.h,, gilt, wo i,ig,...,i„ eine beliebige Permutation der Indizes 
1,2,...,n ist. ; 


Als Beispiel einer symmetrischen Form führen. wir die Bilinearform (A x,.y) 
an, wobei A ein selbstadjungierter Operator aufdem reellen Hrnserr-Raum ist. 


Jeder Form ah,h,...h, kann eine symmetrische Form 
1 : 
Sala... n=., 5% “luhue..h, (2) 
har nen in) 
zugeordnet werden. Die Summe wird über alle Permutationen &,, ig. . -, in 
der Indizes 1,2,...,n erstreckt. Die Form Sahı ha... h. ist offensichtlich 


symmetrisch. Wenn ah, hy... h, schon symmetrisch ist, dann sit Sa = a: 


1) Auf Grund des Satzes von BANACH-STEINHAUS ist eine n-gliedrige Linearform, die 
bezüglich jeder Veränderlichen stetig ist, in bezug auf die Gesamtheit der Veränderlichen 
stetig. 
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Die Form ah...h, welche man aus der symmetrischen Form ah,... hu 
für = = h„=h erhält, heißt eine homogene Form n-ien Grades. Eine 
homogene Form zweiten Grades nennt man quadratisch (s. $1, Kap. VI). 

Wir führen für sie die abkürzende Bezeichnung 


ah...k=ah" 
— 
n-mal 
ein. 
Eigenschaften von n-gliedrigen homogenen Linearformen: 
‘1. Es gilt 
ah" =tW"ahr. 
2. Wenn a eine symmetrische Form ist, so ist ah,h,...h, distributiv und 


kommutativ in bezug auf jedes Paar von Faktoren. Deshalb erhält man z.B. 
nach dem polynomischen Lehrsatz 


all ih + + du hp)" 


n! 


= N 2 ee ah. ..Me. (3) 
MH nen 
3. Bst u. lehrt Ha = nlch.. de. 4) 


7 


3 
—— —— — macht alle Summenglieder auf der rechten 
Di, Öby.. . On 


Seite der Gleichung (3) mit k < n zu Null, ausgenommen ist nur der Summand, 
der alle Faktoren t,, 1, . - -, %„ enthält, d.h. das Glied mt =%,=--- =m,=1. 
Es ist gleich n!ı,... nah... Ah, und folglich gilt (4). 


4. Wenn die Gleichung 


Denn der Operator 


ah" = bh" (5) 
für beliebige he E gilt, dann 'stimmen die zugehörigen linearen Formen 
ah, hy... Mn und bh,hea... An (6) 


für alle hu, Ray ---meE überein, d.h,esistta=b. 
Wegen (5) ist nämlich für beliebige A,, h,, - . ., An 
eh tb tt. +uh" eben tbh +. + in Rn)" ; 
woraus sich 


7 


0) on 
u at an)? 


ergibt. Mit Rücksicht auf (4) erhalten wir dann (6). 


5. Wenn ein linearer Operator A e (E,— E,) und eine homogene Form n-ten 
Grades a h" mit he E,und a h" e E,, vorgegeben sind, dann ist auch A(a h") eine 
homogene Form n-ten Grades. 


$5. Homogene Formen und Polynome 323 


Es sei ah,fhg...h. die zugehörige symmetrische lineare Form. Da 
Alah,hy...h„) linear von jedem der Ah, abhängt, so ist Alah,...h.) eine 
n-gliedrige lineare Form bezüglich h,, hy, . . ., A, mit einem Wertevorrat in E,. 


Diese Form ist symmetrisch. Darum ist Ala Ah?) eine homogene Form »-ten 
Grades. 


6. Das Produkt (a, h”) (b,, A”) der homogenen Formen a, h? und b, h" n-ten 
bzw. m-ten Grades ist eine homogene Form vom Grade n + m. 

Das Produkt (a, hy... A) (Om Anıı- - - Anım) der entsprechenden n- bzw. m- 
gliedrigen linearen Formen ist eine lineare Form von n -—- m Veränderlichen. 
Wir betrachten jetzt die zugehörige symmetrische Form &,4m fr: : - Anım 
= Sa, hr... Ba) (Om Anzı- - - Enzm)] und setzen y = --- = Auım = h. Wir 
erhalten die homogene Form (n + m)-ten Grades o,.1m *’”. Sie ist wegen (2) 
gleich (a, h*) (db h*). 


NR x 
Polynome. ' Eine Summe P,(h)= N a,h" von homogenen Formen mit 
; k=0 
he E, @, = 0, wobei alle a, h" Elemente des Raumes Z, sind, heißt Polynom 
n-ten Grodes in h. 
Wir führen einige einfache Eigenschaften der Polynome an. 


l. Wenn 


Rn . m 
y=P,ıhy=Na,heE,, z=@Qh)=NbheR, 
k=0 I=0 


Polynome vom Grade n bzw. m in h sind und ein Produkt von zwei beliebigen 
Elementen aus E, und E, definiert ist, dann ist 


y2= Pak) Qm(h) 


ein Polynom vom Grade <n +minh. 
Wegen der Distributivität der Multiplikation ist nätalich 


yaez= (2 ai) (£ sr) - 55 5 (a, h®) (b, A) . 
k=0 i=0 k=0!=0 i 


Jeder Summand (a, h*) (b, R) ist nach Eigenschaft 6 homogener Formen eine 
Form vom Grade k-!sn-+ m. Also ist das Produkt yz ein Polynom 
höchstens (n + m)-ten Grades in h. 


2. Es seien P,(h) und Q.(9) Polynome n-ten Grades in h bzw. m-ten Grades 
ing. Für A = Q,(9) ist P,(h) = P.(Qn{g)) ein Polynom vom Grade <nm 
in g. j 
Wir beweisen dies durch Induktion nach n. Für » = 1 ist 

Ph)=ah+% 


mit a, als linearem Operator bezüglich h.. Wenn 


An(g) = B> b,. g® 
; k=0 
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gilt, dann ist wegen Eigenschaft 5 homogener Formen 
m 
4, h + a, = a, Qm(g) + a = bt 


ein Polynom vom Grade < min g. Die Behauptung ist also fürn = 1 richtig. 
Sie gelte nun für alle Polynome P;(h) a. kzn-—1l. 


Wir betrachten ein Polynom P,(h) = 2 @, h* und erhalten 


Pa(h) = P2-ı(h) + @n h" = Pu-ı(k) + (an B"T 1 h. 
P,_ı(h) ist ein Polynom (n — 1)-ten Grades in h. Ist 
h= Qn(g) ; 


so gilt nach der Induktionsannahme 
Pa) = Bann) und At = Rum): 


Ru- nDm(g) und Rn-1,m(g) sind hierbei Polynome vom Grade < (n — 1) ming; 
daraus folgt 


P,(h) Zus; Ra-ı) eg) + Ra-ı) (9) Qn(g) n 


Wegen Polynomeigenschaft 1 ist ein Produkt zweier Polynome R&,_1)m(9) In(9) 
ein Polynom R„n(9) vom Grad < nming. Also ergibt sich für P,(h) 


Pılk) = Pal9m(g)] = Ra-n m{9) + Bum(g) 7 Tam(g) ’ 
und Tm(g) ist ein Polynom höchstens n m-ten Grades in g, q.e.d. 
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Bezeichnungen. E, und E, seien lineare normierte Räume, y = f(x) sei 
eine auf E, definierte abstrakte Funktion, deren Werte in E, liegen. 

Es möge zeE,y,=ylx)eE, und Yr = yy(x) € E, sein. Die men 
Gleichung 


PRO Ru 
soll 
Inı®) — Yelz)|| = 0 (||«||*) 


bedeuten (y,(x) ist gleich y,(x) bis auf Größen in ||x]| von der Ordnung größer 
als n). 
Folgende Behauptungen können bewiesen werden: 


1. Wenn y,(®) — Yy,(x) und y.(®) — yılz) ist, so ist Yyılz) = Yol®)- 


2. Wenn y,(x) — Ya), 2 =f(&) und |jEI=0 (||e||) ist, so gilt nen 
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3. Sind P(h) und @a(h) solche Polynome in Ah, deren erste n Koeffizienten 
gleich sind, d.h. 


? 
Ph) —-@h)= N a.hr, 
k=n+l 
so-gilt 
h 
Ph) — Q(h) . 
Wir nehmen an, daß die in den: folgenden Formeln auftretenden Multipli- 
kationen sinnvoll sind. 


4. Falls ||A(x)|| in einer Umgebung von x = 0 beschränkt und y,(x) — yola) 
ist, so gilt A(z) y(x) — Ale) Yolx). Analog ist 


yılz) Az) = yılz) Aka) . 
5. Für Ya) yıl®), (x) — 2,(&) wird 


% $ ä 
Ya) (a) ul) ze) 
Tatsächlich gilt auf Grund der a 4 


ya) (x ) = y) ur) = yıla) zR) 


Hieraus und aus der Eigenschaft 1 folgt die Eigenschaft 5. 


Die Tayzorsche Formel. Wir haben das Frächersche Differential erster 
Ordnung definiert, indem wir eine Approximation der Funktion f(x + A) 
durch ein Polynom ersten Grades in A betrachteten. 

Es existiere nun ein Polynom 


Ph) = ht ah? +... 4 an hr 
vom Grade rn in h derart, daß 

| (1) 
ist. D. h., es sei 
mit 

lo. Se (IA) IR” (2) 


und es gehe 
(||) >0 für |al|>0. 


Das Polynom P,(h) heißt TayrLorsche Summe vom Graden für die Funk- 
tion f. Das mit n! multiplizierte n-te Glied heißt n-tes Fräckersches Differen- 
tial der Funktion fix) im Punkt x, und die Funktion f(x) selbst heißt n-mal 
differenzierbar. 


Aus (1) folgt 


326 ' Kapitel VIII: Fragen der Differential- und Integralrechnung 


Wir bezeichnen das n-te Fräch#rsche Differential mit d*f(x, k), und es ist 

dann 
d"fig, h) = n!a, h". 

Die zu d"f(ix,h) gehörige symmetrische n-gliedrige lineare Form lautet 
Erf, hı,..., A) =n!an hr... An. Diese lineare Form n! a, heißt n-te FRÄCHET- 
sche. Ableitung der Funktion fa) im Punkt x und wird mit f(®(x) bezeichnet. 
Somit ist 
| d“fia, h) = fx) h". 
Die Formel (1) lautet 


Se + -IOEr + WR +. + La) hr. 


Wir beweisen 


af) = + ih) .- () 


n—1 
J@e+ih=fa@) +3 a,.H# +," to(z;th) 
k=1 
mit i 
lass ml 2...’ 


ir 
Wir erhalten 

ö dan n—l 

ke 
d® 
im (" a,b”) = n!a, h" 
und schließlich 
öw (v5 th) 
(An” 


dr 
gm ® (®; th)lı- ae : 


t=0 


BR 1 - n—k u e 3) 
= im gr (N) („)e lee ® aun). 


Wegen 2) strebt für At— 0 


(nf). 


(Air 


>0, 
daraus folgt 
dr 
mo (w;t n),= 
Somit haben wir 
| USt h) = nt an = et eh), 
erhalten, 
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Wenn d"f(x, h) in einem gewissen Gebiet existiert und die Relation (2) (in der 
@,„(h) noch von x abhängig ist) gleichmäßig für alle x in diesem Gebiet erfüllt 
ist, wollen wir d*f(z, h) ein gleichmäßiges Früchutsches Differential nennen. In 
diesem Falle steht auf der rechten Seite von (3) die gleichmäßige Differenzen- 
ableitung. 

Wir bringen jetzt eine andere Definition des n-ten Differentials. In einer 
Umgebung des Punktes x existiere das erste Differential df(x, h) = f(x) h. Die 
Funktion f'{@) und damit folglich auch df(x) h seien ihrerseits wieder nach « 
differenzierbar. Wir gelangen so zum zweiten Differential 

didf(w, h), hı] = dlf'(@) h, hr] = dw, h,) k 
Wenn wir 


dw, hı) = (eo hı 


schreiben, dann soll f(x), zweite Ableitung heißen, und wir erhalten nach (3) 


d 
aa, BIS Ne uhrh],., 


no 


4=t=0 


fo 
0° 
ob, Fa ( 
Analog wird das n-te Differential definiert, und zwar unter der Voraus- 
setzung, daß das (nr — 1)-te Differential 


dd].. . (df(. ©, Ry)) hg...) An} =") An-ı Time: Ma 


x +ihtth) 


existiert und daß es als Funktion von x differenzierbar ist, d. h., es sei f"-”(z), 


differenzierbar. Wir erhalten schließlich 
d{d[d(. ..(df(&, hı) he). - ) n_ı] Rn} — fr De), In-ı In-a2 - -- Ra Rn) 
= er dz, [2 Bn 1 Rn 2 = A: (4) 


Schreiben wir für df"-Dz, h,) = f(&)o An, 80 erhalten wir die n-ie Ab- 
leitung f”(z), und 


dldldl.. . (df(@, hy)) hg - - -) An] in} = FR) in n-ı Mr - 
Aus Gleichung (4) wird 
fl; Bm An Mm) = FE) in tn. - hr 


ler) 
x t; e 
A Öbg.. heb;=...-n=0 
Setzen wir kn ==. == x so erhalten wir 
Bft = + eh). 6) 


Aus der Gleichheit der n-ten Ableitung und der stetigen gleichmäßigen Dif- 
ferenzenableitung n-ter Ordnung sowie aus den Formeln (3) und (5) folst: 
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Wenn in einem Gebiet @ ein n-tes gleichmäßiges FräcHeETsches Differential 
d”f(x, h) ewistiert und stetig in x ist, dann gibt es in G auch das n-te Differential 
d"f(x, h),, und es gilt 

a”fe, h)o = fe, h) ’ 
oder 

FR) = FR) 
Es existiere nun umgekehrt das n-ie Differential 

dafe,h), = SXz)o hr, | 
und f(x), sei gleichmäßig stetig in x im einem Gebiet G. Dann ewistiert in € 
auch das n-te gleichmäßige Frücuhersche Differential, und es stimmt in G mit 
dem n-ten Differential überein. 

Wir beweisen diesen Satz durch Induktion. Für n = 1 ist die Aussage trivial. 
Der Satz gelte nun für a» — 1. Weil 


ea), = flo"? 


ist, erhalten wir 


ER 


ee RT Fe ae — lg), hl + (a; h), 
wobei 
| IIote; R)l| = &n-. (RI IA. 
ist und 
Bi un &-1(||R||) > 0 
konvergiert für ||| — 0. - uw 
- Daraus folgt für O<ts1l 


Fr Ho tz ES") + 


+ ml fo), Ari + o(asth), 


1 
2 (n—ı)! 
dabei ist 
lo (@;:A)|| <S ._16 ||R|I) =! rl” '<a. ‚6 IA) [RP . 
Weiter ist 


1 
je+n-I@=[fw@+imaa 
o 


1 
= [re +11" +1" + 
; E 


| Be Ga le ACHT wa hdi-+ Ru 
mit 


1 
R.= [w(e;ih)hät. 
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Also folgt 
JZ 1 JZZ 
Je@+h)=fa) +f@ooh +5, ao h? 


| HR + + Rohr + Ru 
mit 
Ru = j lo «A| Ill = en ((jR]|) ||R]]? » 


&,(u) — 0 für uw>d. _ 
Somit ist die Summe auf der rechten Seite des letzten Ausdrucks für J (© + h) 
eine TAaYLor-Summe für die Funktion f(x), und es gilt 
Pr) oh" = a" fiw, h), 
d.h. 
fix, h)o S= fe, h). 


Wir untersuchen jetzt die n-te Ableitung einer mittelbaren Funktion und 
eines Produkts. 

1. Es sei y=ol(e), z= y(y), ze HE, yeB,, ze E, und z = ylpkx)) = @). 
Weiter sei y, = 9%), 2 = y(yo) = ](&)- Wenn y(y) und o(x) in den Punkten x, 
bzw. y, n-mal differenzierbar sind, dann ist auch f(x) in x, n-mal differenzierbar. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es in Z, ein Polynom n-ten Grades P,(k) 
derart, daß 


P(@o + h) — Ha) P,(h) 


ist. Andererseits existiert in E, ein Polynom n-ten Grades Q,(g), so daß 


Yo +9) — vo) E Qng) 
gilt. Setzen wir 
g=P(l& + h) — Ya) ; 
dann erhalten wir 
ea t+N=pw)+tI=yntg 
und 
Fa + h) — Ja) = Ylp 0 + M] — Ylpla)] = nd) - (6) 
Für g gilt aber 
g=p(a th) — Pla) = Ph) 


und somit 
9.9) QulPa(h)). 


Wegen Eigenschaft 2 für Polynome ist Q,(P,(k)) ein Polynom in h. Es kann 
mit der erforderlichen Genauigkeit durch ein Polynom R,(h) vom Grade n in h 


22 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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approximiert werden: 

Qu) E QulPa(h)1E Ruh). m 
Weil die Funktion @ im Punkt x, differenzierbar ist, folgt 


| Scan, 


Darum kann das Symbol I — durch & —= ersetzt werden, und die Gleichung (6) 
nimmt die Form 


5 
Sao + 1) — Sao) Z Qnl9) 
an. 
Hieraus und aus (7) folgt 


Tao +1) — fa) = Rulh) . (8) 


Weil somit ein Polynom R,{h) die Relation (8) erfüllt, gilt unser Satz. 

Sind (x) und y(y) n-mal stetig nach x differenzierbar, so ist es auch 

fe) = vlpw)] - 

In diesem Falle sind die Koeffizienten der Polynome P,(h) und Q,(h) stetige 
Funktionen von x. Folglich sind auch die Koeffizienten des Polynoms QnlPr(k)) 
stetige Funktionen von h und demzufolge auch die des Polynoms R,(h). 

2. EssiweE„y=f(x)e E,2=vle) e E, und für die Elemente ye E, und 
ze E, sei ein Produkt definiert, das in E, liegt. Wenn f(x) und p(x) n-mal stetig 
differenzierbar sind, dann ist auch Fix) = f(x) p(x) n-mal stetig differenzierbar. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist 


fat nfe) + Puh) und Pl + Mole) + Qulh) 
mit 


P,(h) - 2 Gy) hF und Quflh) = 5 (x) hF 


k=1 
und stetigen Funktionen a,(x) und b,(z). Daraus ergibt sich 
S@ + pl + Me) plz) + Le) Qulh) + Prlh) Pe) + Prlh) Qulh)]. 


Der in den Klammern stehende Ausdruck ist ein Polynom mit stetigen Koef- 
fizienten. Wir vernachlässigen die Glieder, die } in höherer als n-ter Potenz ent- 


NR 
halten und bekommen AR,(h) = z° C4(&) h® mit stetigen c,(x). Somit ist 


te) Qulh) + Pa(h) la) + Pa(h) Qulh) + Bulk) 
und 


Sla+ Mol + N) Zfta) le) + Bulk). (9) 
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Diese Gleichung zeigt, daß F(x) = f(x) p(x) eine n-mal stetig differenzierbare 
Funktion von & ist. 

Zum Abschluß bemerken wir, daß für Funktionale, die in linearen komplexen 
Räumen definiert sind, schon aus der Existenz des ersten Differentials in. einer 
Umgebung eines Punktes die Existenz aller Differentiale höherer Ordnung in 
dieser Umgebung folgt. Man kann ein Funktional auch durch eine ‚„TAYLoR- 
Reihe‘ darstellen. 


$ 7. Diiferentiation der Funktionen von zwei Variablen 


Wir untersuchen eine Funktion von zwei Veränderlichen o(z, y) mit ze E, 
yeE,gl®,y)«E,. Man kann (x, y) als Element der direkten Summe E, ® E, 
ansehen. Die Funktion plz, y) heißt n-mal differenzierbar im Punkt (xy Yo); 
wenn die Beziehung 


Pl + Rh, Ya +9) — PR er Tui, g)-+ all, N? + anlh, g)" 


besteht. Hierbei sind a,(h, g)* ns Formen des Elementes (h,g)eE,® E, 
vom Grade k. Offenbar ist a,(h, g)" eine Summe von linearen Formen der 
Gestalt a, h, hy... h,, wo jedes der h, gleich h oder g ist. 

Satz. Wenn plx,y) und y= f(x) in (x. Yo) bzw. x, n-mal differenzierbar 
sind mity, = f(x), dann ist plx, f{x)) eine n-mal differenzierbare Funktion von 
in = %g. 

Beweis. Ist 


g= fl +h) — fa); 


so folgt 
Sao +h)=w-49 

und 

DEP) =anhta ht: +, (1) 
Dann ist 

Ile = O1%])) 
und also auch 
I®, all = Irll + Iell = Our). (2) 


Da o(&, y) eine n-mal differenzierbare Funktion ist, so folgt 


h 
yo +, Yo +9) — PlRo Yo) Ah, g) + Adlh,g)? + + Aulh, 9)", (3) 
(h 2 


R 
denn wegen (2) können wir in (3) das Symbol durch — ersetzen. Weil 


aus (1) 
h . 
Aufh, 9) = Arlb, Pa(h))* 
folgt, ergibt sich 


h n 
P(&o + Rh, Y +9) — Pl&o, Yo) 2 Aılh, P,(h))* . - (4) 


22* 
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As{h, P,(h))® ist eine Summe von Gliedern der Form a, hy hg... . hy, wo ein jedes 
der h, gleich h oder gleich P,(k) ist. Also ist A,(h, P„(h))" und folglich auch die 
ganze Summe in (4) ein Polynom in h. Lassen wir die Glieder von höherem als 
n-tem Grade in h fort, so erhalten wir ein Polynom R,(h), für das 


h NR 
Ruth) = N) Arlk, Puch)" 
gilt. Somit ist 
; h 
Pl + hy HN — ko Yo) Bath) ; 


g.e.d. 


Wir führen nun den Begriff. der partiellen Ableitungen einer Funktion von zwei 
Veränderlichen ein. Es ist 


dyL(&o %); (h,y)l=Alkh)=uh-+%9; 


Eyl(&o Yo); (h, )] = Ash, N’ = An hR- % hg+ 49 h+ 09° 


usw. Mit den Bezeichnungen 


a, = Pal, Yo) > 4, = PylXo Yo) > 
Aıı = Pnalkoı Yo) > 49 = Pay Yo) > 
Ayı = Pyaldo; Yo) > Ag = PyylYo %o) 


erhalten wir 


d 
nh=yh— 9% Hth, Yolı=o» 
d 
29=nI9=P Ro Yo tigNı= 
d? 
GR? = 92. h? = ae ? (ko +th, Yolı=o 3 
® 
Zhy=pahyeya, mtb Yot b Nu=yeo >: 
0? 
Gy gh=myıgh= a, 0, P (+ bi, Yo + la Nero > 


d? 
rt (&o Yo +! Nı=0 
usw. 
Hat plz, y) ein stetiges zweites Differential, so gilt a, hg = Mg h, denn 
e 


0) [7 
die Operationen —- und —- sind vertauschbar, wenn =—- 9 (% + & R, Yo + 129) 
ö, öf, dt, O8, 


eine stetige Funktion von £, und t, ist. 
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$ 8. Sätze über implizite Funktionen 


Wir betrachten die direkte Summe E,® E, der Räume E, und E, sowie 
einen Operator o(z, y), der E,& E, in E, überführt: 
Es sei also ve Eye E, pl&,y) € E, und 


1 play) = 9; (ı) 
2. in einer Umgebung des Punktes (x,, 45) sei p(x, y) stetig und habe eine 
stetige Ableitung @,(x, y) und = 


3. existiere [p,(x, Yo) - 


Satz 1. Sind die Vorassseizungen 1—3 erfüllt, so gibt es positive Kon- 
stanten 6 und e und einen Operator y = f(x), xe& Eye E, der inder Umgebung 
|® — z,|| < 6 von x, definiert ist, so daß 


y=f() (2) 
in einer gewissen Umgebung von x, mit 
pP, y) = 0 (3) 


äquwivalent ist. D.h., jedes Element (x, y) mit ||x — x,|| < 6, das (2) genügt, 
erfüllt auch die Gleichung (3), und umgekehrt befriedigt jedes Element (x, y) aus 
I® — || <6, |y — yo|| < &, das (3) genügt, auch (2). Der Operator f(x) ist 
stetig in x, und es gilt f(x) = Yo- 


Beweis. Gleichung (3) ist mit der folgenden Gleichung gleichbedeutend: 
y= A(z,y), (4) 
der Operator A ist durch die Gleichung 


Alk, y) = Yy — [Pl Yo) pie, y) (5) 


bestimmt. Für den Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis der Lösung von Glei- 
chung (4) wenden wir das Prinzip der kontrahierenden Abbildungen an. 
Wegen 
9A, y) 
a T Tpre yo Pr y) = polo: Yo! {Palzo Yo) — Pulr Y)} 
ist 
er Y) 


sa de-all rien. 


wobei infolge der angenommenen Stetigkeit von p,(x, Y) 


ar)—>0 für r—0 (6) 

strebt. 
Deshalb genügt der Operator A(x, y) einer LirscHITz- Bedingung bezüglich g: 
IA, 9) —- A ya)l| = ar) In — Well m 


k®-»lsr, jn-yYlsr, i=12. 
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Weiter ist, da o(x, y) stetig und p(&,, Y,) = 0 ist, 


Als, Yo) Yol| = |Ilp,(zo; Yy) |] ||pt®; Yo)|| <p(r) 
(le — || = r) 
mit 
zlr)—0 für r—0. (8) 
Wir wählen ein genügend kleines e > 0, so daß g(e)=gq <1 wird. Das ist 
auf Grund von (6) möglich. Aus der Ungleichung (7) folgt, daß für |x — x,|| s & 
der Operator A(x, y) auf der Kugel ||y — y,|| < e des Raumes E, ein Kontrak- 
tionsoperator ist. Wir wählen jetzt ein ö < e so klein, daß 


20) <(l Ne 
wird. Dann bildet der Operator A(x, y) für |je — z,|| < ö die Kugel ||y — yo|| 
<ein sich ab, und Gleichung (4) besitzt eine eindeutige Lösung in der Kugel 
Iv — Yol| Se. Wir bezeichnen diese Lösung mit y = f(«) und sehen y, = f(®,). 
Es ist jetzt nur noch die Stetigkeit des Operators f(x) nachzuweisen. Wir 
bekommen 
fe) = Als, f®)) 


und daraus 

If) — zo) || < ||A(®, f{@)) — Aw, fao)|| + ||Al@ flro)) — Alto Fro))|| 
zq If) — fo) || 7 pt: Yy)T || pe, Yo)ll . 

Folglich ist 


|\ft®) — f@o)]| S I IIlpy(®o: yar| Ip, Yo)l| : (9) 


Der Operator f(x) ist also stetig im Punkt x,. Analog wird der Beweis für die 
anderen Punkte der Umgebung ||x — x,|| < ö geführt. 

Der Satz ist damit bewiesen. 

Bemerkung 1. Nach dem Prinzip der kontrahierenden Abbildungen kann 
der Operator f(x) als Grenzwert der Operatorenfolge y = f(x) mit ||x — x,|| < 6, 
If) — Yo] & & erhalten werden, die durch die Gleichungen 


Jo®) =% 
Fra) = Fr-ıl®) — Prlto: YoT! pl®, Fa-ıl®)) ; (10) 
B=l;2;20:; 
bestimmt wird. Dabei gilt die folgende Abschätzung für die Konvergenz- 
geschwindigkeit: 
g& 
If) —- A@)|| ST, [es yoT*|| pe voll - a) 


' Bemerkung 2. Ist zusätzlich bekannt, daß in der betrachteten Umgebung 
P.(X, y) existiert und beschränkt ist, ||o(&, y)|| < », so gilt die Abschätzung 


ie) - fall = 2 — wol. (12) 
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In diesem Falle ist nämlich 


IIpte, yo)ll = |at, 90) — Po; yo)|| S a ||® — zul » 
und Gleichung (9) liefert das gewünschte Resultat. 
Bemerkung 3. 9,(8, y) sei beschränkt, ||p.(2, y)|| < «&, und p,(x, y) genüge 
der Ungleichung 


Ilse YIl = ou yolll = a Ir — zoll + B |Iv — Boll - (13) 
Dann gilt folgende Abschätzung der Konvergenzgeschwindigkeit: 
If) — Aa)]| So IIe — zoll? |Ilp@; Fo)ll - (14) 


Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 sei der Operator plz, y) in 
einer Umgebung des Punktes (x,, yo) aus E,® E, eine n-mal differenzierbare 
Funktion. 

Dann ist der Operator y= f(x) in der ö-Umgebung des Punktes x, ebenfalls 
eine n-mal differenzierbare Funktion. 

Zunächst wählen wir o(x, y) als Polynom: 


oa, y) = es %( — %Y — Yo. 


Wir setzen — u =h,y— y = u,fl®) = Yy, + ulh). Dann kann der Operator 
u(h) als Grenzwert der Näherungsfolge 


uch) 0, 
%lh) = Wh) -— Bro, +, + %-ılk)) 
B = 94%, Yo) 
gewonnen werden. Da die Einsetzung eines Polynoms in ein Polynom wieder 
ein Polynom ergibt, folgt durch vollständige Induktion, daß alle v,(k) Polynome 
in h sind. 
In unserem Fall sind alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 


der Funktion o(z, y) stetig und demzufolge auch in einer Umgebung des Punktes 
(X; 90) beschränkt. Deshalb ist (s. Bemerkung 3) 


Ih) — wnh)|| S 6 IIRl® Io (0 + R, Yoll - 


Da u„(h) ein Polynom ist und ||p (x, + h, || — 0 strebt für ||| — 0, bedeutet 
.die letzte Ungleichung, daß u(h) im Punkt A —=0 n-mal differenzierbar ist. 
Folglich wird y = f(«) im Punkt x = x, n-mal differenzierbar. 

Wir gehen zum allgemeinen Fall über. Nach der Voraussetzung des ER ist 


oz, y) = 9, y) + (|| — zo|| + |y — Yo)" ® (8 — 2 y — Yo) 
mit 
9x, y) =2% (8 — & Yy — Yo)" 
und 
lo(@ — 2,4 —%Y)||—>0 für II® — zoll; |y — yo! — 9: 
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Da die Funktion $(x, y) allen Bedingungen des Satzes 1 genügt und ein Poly- 
nom ist, existiert ein n-mal differenzierbarer Operator fe) mit plz, I«)) =. 
Aus den Identitäten 
ft@) = BU (Bf) — p@, F@))) ; 
Sta) = BT (Bf@) — Ya, f®))) 
erhalten wir 


Iite) Fell] < 118-120) — Fo) — Haste) + ua,)) — He, fie) 
+ 5 Fa)i] SB IB) — Fe) — (pe, Fe) — Fle,Ke))) 
+ 12 ea Se) - Fee). (15) 


Wir führen einen Operator B(x, y, y) durch 
A 
Ay) = Sl HE -MEH-NELRNNW- 9 


ein. B(z,y,%) ist auf der Gesamtheit der Veränderlichen stetig. B(&, y, Y) 
strebt für & — x, 9 > y, gegen B. Auf Grund der Stetigkeit der Operatoren f(x) 


und fix) kann ein ö, > 0 angegeben werden mit 


BB - Be fo),So)lisa<ı fr em. (16) 
Dann erhalten wir aus Gleichung (15) 


re) - el] < 7 IB" Ile, Fe) — Ha Fe); 
und folglich ist wegen IIf«) —y,|| < ec, ||® — &,|| (8. Bemerkung 2) 


If) - Fell = e Iple-Ao)) - He Fa) . 
< (lie — zul] + |1fe) — vol)” |Io (@ — 20. Ka) — Yoll 


<sc(l+.)* |I® — &o||” (lo (x — 2 fx) — Yl|) . 
Wir finden ' 
= — %% 
Fe) —— fe) . (17) 
Der Operator fx) ist n-mal differenzierbar im Punkt x,. Dann folgt aus der 
letzten Beziehung, daß auch der Operator f(x) n-mal in x, differenzierbar ist. 

Durch. analoge Überlegungen beweist man die Differenzierbarkeit des Opera- 
tors f(x) in den restlichen Punkten der Kugel ||x — x,|| < 6. 

Abschließend zeigen wir 


df(&o h) ee [9% Y)l! Pro; Yo) h, (18) 


n 


d.h. 
a) = - [p,(&o; Y)l! Pro, Yo) - 
Nach Definition ist u,(k) ein Operator (ein Polynom in h) und 


Aflay, h) = Affe. h) Fu) . 
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Wegen 


h 
P (zo + Rh, Yo) = P(&o + Rh, Yo) — Pl, Yo) T Pal&o> Yo) % 
ist 
h P \ 
ulh)= — [p,(&o» Yy)l'P(Xo +, Yo) SI [py(&o; Yo) Pl Yo) > 
und daraus folgt (18). 


$9. Anwendungen des Satzes über implizite Funktionen 


Abhängigkeit der Lösung von der Gleichung. Wir untersuchen den Raum 
CA[G; E] der Funktionen f(x), die auf der Teilmenge @ von -E definiert sind und 
deren Wertevorrat ebenfalls in E liegt, d. h., ist x e @', so seif(x) e E. Die Funk- 
tionen f(x) seien differenzierbar, sowie f(x), f(x) stetig und von beschränkter 
Norm. 

Es sei 


I = ee + el) - 


Dann ist O![@; E] ein linearer normierter Raum. 
Wir untersuchen die Gleichung 


fea)=0 mit zeG@ und feCl6; E 


und nehmen an, daß f,(&,) = 0 ist für ein x,« @ und daß fu(x,) < (EP — E) einen 
inversen Operator hat. Dann gilt der folgende 


Satz 1. Es existieren Konstanten 6 > 0, 2e>0O derart, daß für jedes f 
e O!{@; E] mit ||f — fol] < 6 die Gleichung f(x) = 0 eine Lösung <= x, + Ax 
mit |\Axw|| < & hat; dabei geht Ax — 0 für [> Jo 


Beweis. Wir sehen f(«) als Funktion von ze @ und fe CI; E] an: f(x) 
= Ö(f,x). Ausder Definition von ©(f, x) folgt, daß ©(f,x) und G,(f, x) stetig 
sind. Es ist ©,(f, x) = f(x). Nach Voraussetzung ist f,(&,) — 0, und es existiert 
[f(&o)]*. Dies bedeutet, daß Ö(f,%) = 0 ist und [d;(f, %)}! existiert. 
Auf Grund des Satzes über implizite Funktionen ergibt sich: Es gibt Werte 
6>0,2>0, so daß die Gleichung B(f, +Af, x, + Ax) = 0 eine Lösung 
&, + Ax mit ||Ax|| < & besitzt, wenn nur ||Af|| < öist. Das heißt, es ist f(x) = 0, 
I=h+4Af wd e=m,+ Az. Hierbei strebt Ar—0, wenn ö—0 geht. 
Damit ist unser Satz bewiesen. 

Bemerkung. Für G(f,x) = f(x) existiert das Differential B,(f, x) Af = Af. 
Aus der Existenz von &,(f, x) folgt, daß x eine differenzierbare Funktion von f 
ist, und es gilt 


; 
Ar I — [Bf 2)" TPilfo; wo) AI = — IR) AF- 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein gleichmäßiges Differential der 
Funktion & = o(f) für x = z,, d.h. gleich do(f,, Af). 


338 Kapitel VII. Fragen der Differential- und Integralrechnung 


Anwendung auf Eigenelemente. Wir betrachten die direkte Summe H, 
= H&R, dabei sei H ein reeller HiLserr-Raum und R die Zahlengerade, 
und bezeichnen mit {z, t} das Element aus H, mitxe HundieR. fsei ein 
nichtlinearer Operator aus (H, — H,) : 

fA;st)=[yrl, weH,teR. 
Er habe die spezielle Gestalt 
y=4Ax—-txeH, v=(&x:) —i. 
Dabei sei A ein vollstetiger linearer selbstadjungierter Operator aus (7 — H ). 
Die Gleichung f(A; x, t) = 0 lautet also 
Ar—te=0, Wı)=1, 
d.h., t ist ein Eigenwert und x ein entsprechendes normiertes Eigenelement des 
Operators A. Wenn {x,t} den Zuwachs {Ax, At} erfährt, dann ändert sich 
JA; t) um 
{A Aa —t Aw — Atz — At Ag, 2x, Ar) + (Az, Ax)}. 
Der lineare Anteil dieses Zuwachses ist 
dfn (A; ®,t; Aw, At) = [A Ax —tAs — Ale, 2m, An)}. 
fi(4;x,t) ist infolgedessen ein linearer Operator aus (H,— H,). Er führt 
{Aw, At} in{A Aw — t Aw — At, 2%, Ax)} über. 
Ist i, ein einfacher Eigenwert des Operators A,!) und x%, ein zugehöriges 
Eigenelement, so existiert ein inverser Operator 
(Fa, (As; 1; 

d.h., für jedes {y,r} e H, haben die Gleichungen 

4A: WAR — m A=y, 2%, Ar) =r (1) 
die Lösung {Ax, At}, und diese Lösung ist eindeutig bestimmt. 

Es ist Ae= ax, + (As), für a = (Az, x,) und ((A®),, ®,) = 0. Analog ist 
y=ba,-+ Yyı fürdb = (y,x,) und (y,%) =0. Da (4, —- 4 E) 8 = 0 ist, folgt 
weiter 


(A, Az — 1, Az) — 2, At = (A, — 6, E) (Ar), — 2, At 


und ((A, — io E) (Ar), ©) = ((A — 4, BE) x, (Ax),) = 0. Hieraus und aus (1) 
ergibt sich 
A-B (A =N; (2) 


A=—-b=—-(ya), 2a=tr. . (8) 


Weil die rechte Seite von (2) orthogonal zu x, ist (d.h. orthogonal zu allen 
zum Eigenwert ti, gehörenden Eigenelementen), hat diese Gleichung eine ein- 
deutige zu x, orthogonale Lösung 


A, =A- bb y=Ah-bE"Yy—y2o) 8] - 
1) D.h. ein Eigenwert der Vielfachheit 1. 


! 
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Hier ist mit (A, — i,£), der auf den Unterraum der zu x, orthogonalen Ele- 
mente eingeschränkte Operator A, — ti, E bezeichnet. 
Die Gleichung (1) hat also für jedes {y,r} e H, die Lösung 


Aa= Zt AD Y-ya)al, A=- m): 


Hieraus folgt die Existenz des Operators [ (Ag; 2. u)T"- 

Auf Grund des Satzes 1 gibt es Werte ö > 0, & > 0 derart, daß für || AA|| <ö 
ein Eigenwert i, + At und ein normiertes Eigenelement z, -- 4x des Operators 
4 z== A, + AA existieren 


KA, + AA) — (+ A) BE] (a, + Aw) = 0, 
(+ As, +Ar) =]; 


für ||Ae|| + |Atl <e sind hierbei Eigenwerte und Eigenelemente eindeutig 
bestimmt. 

Die erste Näherung {A,x, A,6} von {Ax, At} findet man aus den Gleichungen 

4, A — ty Aw — At + AA —0, 
(2, da) = 0. 
Wenn wir die erste dieser Gleichungen skalar mit x, multiplizieren und beachten, 
daß 
(As — %o BE) Aw, x) = ((Ao — io E) &, A1R) = 0 
ist, so erhalten wir 
At=(AAx,%)- 
Weiter ergibt sich 
(4, — ih E) Ayx = Al, — AA. (4) 


Die Gleichung (4) hat immer eine Lösung, weil ihre rechte Seite orthogonal zu &, 
ist: 
(Art xy 8) — (AA 2, 80) = Ast — (AA 2%) = I: 
Folglich ist 
Ae= (Au P,' Ai, — AA]. 


Parameterabhängige Gleichungen. Satz 2. y = ylt, x) sei eine Funktion des 
Elementes x < E und des Zahlenparameters t. Ihr Wertevorrat liege wiederum in BE. 
Ferner sei y(t, x) n-mal nach t und x differenzierbar. Die Gleichung Yliy,x) = 0 
habe die Lösung x = x,, und es ewistiere der Operator [yz(ty &)]}. Dann ewistie- 
ren Werte 6 >0, &> 0 derart, daß für |t — i,| < 6 die Gleichung 


ya) = 0 (5) 


genau eine Lösung x — x(t) mit ||x{t) — z,|| < & hat. x{t) ist nach t n-mal diffe- 
renzierbar. 
Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz über implizite Funktionen. 
Beispiel. A(f) sei ein vollstetiger linearer Operator aus (4 — H) und als 
Funktion von i n-mal differenzierbar. Der Operator A(t,) habe einen einfachen 
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Eigenwert }, mit dem normierten Eigenelement x;: 
Al) Am=0, (or) =l. 
Wir betrachten die direkte Summe H& R und definieren eine Funktion 
Ölt; x,)) mit 
[wsANceHO@OR, ©i;e}) HOR 
durch 
Dlt;a,1)=[Al)ae —Az, (8,2) —1}. 


Die Gleichung für ein normiertes Eigenelement x{f) und für einen Eigen- 
wert A(t) des Operators A(t) hat die Form 


Dlt;2,))=0. 


Weil A(t) n-mal nach # differenzierbar ist, so hat Öf(t;x,A) auch diese Eigen- 
schaft. Wie im vorhergehenden Abschnitt überzeugen wir uns davon, daß 


d -1 
er Dig; 2 | 
existiert. Dann kann aber Satz 2 angewendet werden. Demzufolge hat 
Dli;2,))=0, 
d.h. 
Al)z—-Ax=0 mt v.)=1 (6) 
die Lösung {x(t), A{t)}. Sie ist n-mal nach t differenzierbar. 
Variationsgleichungen. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 ist die Lösung 


x(t) von (5) eine nach ? differenzierbare Funktion. Die Ableitung x’(f) der Funk- 
tion x(f) nach t für i = t, heißt Variation 


de 
x == dt FF 
Entsprechend ist für y = y(t, x) 
_ 9% 
ya i=t, 


Die Gleichung y(t, x(t)) = 0 ist eine Identität. Differentiation nach t liefert 


%y6, 0) , u, =) 
0 \ 0% 


(= 0. 
Für t = t, erhalten wir _ 
ÖYy + Yullg &) dr = 0. (7) 
(7) heißt Veriationsgleichung für ylt, x) = 0. 
"Weil [y,(t,, 2,)]! existiert, ist 
du = — [Yalto, TR öy (8) 
Zum Beispiel kann (A -AE)Ax+AAz — Alxz=0 als Varistionsglei- 


chung für (6) angesehen werden, wenn 1A, Ax, 44 durch 64, öx, 6) ersetzt 
werden. 
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Wir erhalten dann 
öa= — (A-AEBE, Ar —öie), A=(öAn,n). 


Anwendungen auf Differentialgleichungen. Wir kommen auf die Differen- 
tialgleichung 


——flt,e) mit 20-2, (9) 


zurück. Hier sind f(x, t) und x Elemente des Raumes E. (9) ist äquivalent mit 
der Integralgleichung 


z{) — 2, = [RR = A)d=0. (10) 


Wir bezeichnen die linke Seite F Gleichung (10) mit F (x, z{f)). Die Funk- 
tionen «(t) sind aus O?[0, 1]'), F(x,, z(f)) ist ein Operator, der die direkte Summe 


E& c®o, 1] 


in C? [0,1] abbildet. Wenn fit,x) n-mal nach & differenzierbar ist und - 
stetig in (f, x) ist, dann ist «(tl -/ fr, x()) dr ein n-mal differenzierbarer 


Operator aus (C# [0,1] C# fo, 1). Hieraus folgt, daß F(x,, x({t)) ein n-mal 
nach x{t) differenzierbarer Operator ist. Weil x, als einzelner Summand in F 
‚eingeht, ist F eine n-mal differenzierbare Funktion inE® 07 [0,1 

Wenn x = x{f) den Zuwachs Ax — x{f) erfährt, dann ist 


F, 4x = Aalt) - Side ae) Ar (il) 


der bezüglich Ax lineare Anteil des Buvyächens von F(z,%).. Die rechte Seite 
von (11) ist ein Operator aus (0? [0, 1]— 0? [0, 1]). Er besitzt einen inversen 
Operator. Denn für jedes y(t) aus C#[0, 1] ist 

F, Ax = yft) 
oder 


t 
f Fer, z{7)) Axlr) dr = yit) 


äquivalent mit der Differentialgleichung für Axt) 


dAx(t) e 
Fri = f,(i, e{i)) Axt) + y(l) und Ax(0) = y(0) 

Die letzte Gleichung hat auf Grund des Existenzsatzes eine eindeutig be- 
stimmte Lösung (die rechte Seite ist linear bezüglich Ax{t) — die Lirscurnz- 
Bedingung in bezug auf Az ist automatisch erfüllt). Diese Lösung stellt den 
inversen Operator 


Zalt) = Aw = [RI Ye) 
dar. 


1) CF ist die Menge der stetig differenzierbaren Funktion x{t) mit te [0, 1] und aft) < E. 
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Die Voraussetzungen des Satzes über implizite Funktionen sind erfüllt. 

Die Lösung x = x{t) der Gleichung (9) kann als Funktion des Anfangswertes x, 
angesehen werden: x = x{t, x,) und «{f, x,) ist n-mal nach x, differenzierbar. 

Ist E insbesondere ein n-dimensionaler Raum, dann erhalten wir den Satz 
über die stetig differenzierbare Abhängigkeit der Lösung von den Anfangs- 
werten. 


$ 10. Tangentialmannigfaltigkeiten 


Der Fall einer direkten Summe. Die Funktion g(x) bilde den Basacn-Raum E, 
in den BanacH-Raum E, ab:x e E, o(x) € E,. Wir betrachten die Gesamtheit M 
der Elemente x, die der Gleichung 


pe) = 0 


genügen. Es sei ferner o(&,) = 0, d. h. EM, und die Funktion p(x) sei in 
einer Umgebung des Punktes x, differenzierbar, d. h., es gelte 


h I 
P(% +MZy@)h. 


Bildet der Operator p’(x,) € (E,— E,) den Raum E, auf den ganzen Raum E, 
ab, so werden wir das Element x, regulär nennen. 

Für das folgende sei stets x, regulär. Die Gesamtheit der Elemente h.e E,, 
für die 

Yz) h= 0 

gilt, werden wir mit 7’, bezeichnen. 7, ist ein. Unterraum von E,. 

Die Menge der Elemente x, + h mit he 7’, nennen wir lineare Tangential- 
mannigfaltigkeit T', von Wim Punkt x... 

Zunächst sei E, direkte Summe von 7, und einem Unterraum T,. Jedes 
Element x e E,„ ist also von der Form 


x=h+&E mit heT, und EeT,;. 


Der lineare Operator p’(z,) bildet 7, auf ganz E, ab. In der Tat, 9’(x,) bildet 
E, auf den ganzen Raum E, ab, also läßt sich für jedes ye E, ein Element 
x € E,„ derart finden, daß 


pw) = yY 
ist. Nun ist abere=h+£& mit heT, £&eT, und 9(&,)h = 0. Somit ist 
Pa)E-S PR) Y- 
Wir definieren einen linearen Operator A aus (T,— E,) durch A& = p’(x,) E. 
4 bildet nach dem, was eben bewiesen wurde, T, auf ganz Z, ab. Sind dabei 
&,&,€e T, und gilt A&E = A, so folgt &=£,. Denn wegen 
AE—-)=0, dh pP) (E-5)=0 


ist &—£&,eT,. E, ist aber direkte Summe von T, und T,. Also folgt E— &,=0 
und damit &E — £&.. 
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Nach dem Satz von BanaAc# hat der Operator A einen inversen linearen 
Operator A-!. 

Satz 1. Wenn E, direkte Summe der Unterräume T, und T, ist, dann gibt 
es eine topologische (d.h. umkehrbar eindeutige und umkehrbar stetige) Ab- 
bildung, die eine Umgebung von x, in der Mannigfaltigkeit M und eine Umgebung 
desselben Elementes x, in der linearen Tangentialmannigfaliigkeit T,,, ineinander 
überführt. Dabei haben entsprechende Punkte einen Abstand, der von: höherer 
Ordnung klein wird als ihre Entfernung von x,. 

Beweis. In der Umgebung von x, haben die Elemente die Form 


z=%+h+E&E mit heT,„£eT,. 
Die Definitionsgleichung von MM schreiben wir in der Form 
Dh) = m+h+d=0. a) 
Fürk = 0 und £ = 0 ist (1) erfüllt. Ferner hat das partielle Differential der 
Funktion ®(h, &), das dem Zuwachs A& entspricht, für A = 0, & = 0 die Gestalt 
8,(0,0) AE = pla,) AE= A AE. (2) 
Der Operator A = ®,(0, 0) hat einen inversen Operator. Darum ist nach dem 


Satz über implizite Funktionen in einer Umgebung von h=0, &E=0 die 
Gleichung (1) äquivalent mit i 


wo y(h) eine differenzierbare Funktion mit y(0) = 0 ist. Somit können wir 
jeden Punkt x e Min einer Umgebung von x, durch 
z=%+h+yh), heT,, vih)eT,;, 


darstellen. Wir haben also eine Abbildung konstruiert, die jedem Punkt x 
= %, + h einer Umgebung von x, in 7’, umkehrbar eindeutig und stetig ein 
x<—=%,+h-- y(h) aus einer Umgebung von x, in WM zuordnet. Die Abbildung 
ist also topologisch. Wegen 


8,0,0)h + D.0, 0) y'(0)R= ,(0,0)k + Av (0)h=0 
erhalten wir 
day, h)= y{0)h= — 416,0,0)h= — Atya)h= — A!0=0. 


Darum silt 
h 
ya)Tyo) Hy) R=0, 


d.h. |p(r)|| = ot||R|). (|||) wird von höherer als erster Ordnung in ||%|| für 
[A|] > 0 klein. |yp(A)|| ist aber der Abstand des Punktes x, + h der linearen 
Tangentialmannigfaltigkeit T, von dem entsprechenden Punkt = x, 
++ y(h) von I. Dieser Abstand geht von höherer Ordnung gegen Null als ||%|| 
oder |] + y(h)||, d.h. als der Abstand der Punkte 2, +hundz,+h+ y(h) 
vom Berührungspunkt x,, q.e.d. 
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Allgemeiner Fall. Im allgemeinen können wir die Existenz eines Unter- 
raumes T,, so daB E=-T,© T; ist, nicht annehmen; dennoch ist der Satz 1 
in einer etwas abgeschwächten Form richtig, wie wir sehen werden. 

Wir bilden den Faktorraum E,/T, der Nebenklassen in bezug auf T, (s. 8. 41). 
Jedes Element 7 des Faktorraumes E/T,, ist eine Menge von Elementen aus E,. 
Wenn z, und x, aus T sind, so ist x, — 25 € T',, d.h. o’(z,) (& — %) = 0. Des- 
halb gilt 

PR) %ı = PR) %a - 
Der Operator o’(z,) € (E,-> E,) transformiert die beliebigen Elemente x, und x, 
aus T'in eines aus #,. Ist umgekehrt 


(Ro) #1 = P’Ro) © > 
so folgt 
Pa) -2)=0, dh m—meT,, 


also gehören x, und x, derselben Klasse T aus E,/T, an. Infolgedessen erzeugt 
der Operator p’(x,) einen linearen Operator A, der E,/T, in E, abbildet, und 
zwar ist 


AT= pl)“, 


wenn T e E,/T, und & ein beliebiger Punkt aus 7 ist. Nach diesen Überlegungen 
hängt A T nicht von der Wahlvonxze Tab. 

y sei ein willkürlich gewähltes Element aus E,. Nach Voraussetzung bildet 
der Operator 9'(z,) den Raum E,in ganz E, ab. Deshalb läßt sich ein Element 
x € E, finden, so daß ’(x,) 2 = y ist. x gehört aber zu einem bestimmten 7 
aus E,[T,. Nach Definition ist A T = 9’(z,) x = y. Der Operator A hat somit 
eine Inverse A’!. Nach dem Satz von BanacH ist A-! ebenfalls beschränkt. 

Satz 2. Jedem Punkt der Mannigfaltigkeit M kann man einen Punkt der 
Tangentialmannigfaltigkeit T,, zuordnen, und umgekehrt gehört zu jedem Element 
von T,, eines von M, so daß der Abstand zwischen entsprechenden Punkten von 
höherer Ordnung klein wird als ihr Abstand vom Berührungspunkt x, (diese Zu- 
ordnung ist nicht eindeutig). : 

Man beweist diesen Satz ähnlich wie den über implizite Funktionen. 

Beweis. Es sei ke 7,. Wir konstruieren eine Folge {7,} von Elementen 
aus Z,/T, und von Punkten {£,} mit&„e T,: Essei&,—=0 «€ 7, und es seien alle 
&, T,mitti=1,2,...,n —1 konstruiert. Wir definieren dann 7, und £, 
wie folgt: 

= T, 1 -Atomth+E.) (3) 


und: entnehmen der Nebenklasse 7’, ein &, mit 


[In Zu | = 2. 7, En T,-il) « 


. Eine solche Wahl ist möglich, denn es ist 


7» — Ta-ıl| Ze ale. 
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Weil &,_, in T„_, liegt, erhalten wir nach Definition. des Operators A | 
| A T,-ı = P(%o) En-ı 
Deshalb können wir (3) auch in der Form 
7, = — Alp + 4 En) — PR) Eu] 


schreiben. Nun ist ebenso 


Tn-ı = — A [9 (X, +h en) == Y(&0) &n-2] 
Daraus folgt | 


7, - Tr, ı1=-Atpon +h+ En) - Pl ++ En-.) 
= (%o) (n-ı ze &u-e)l- 


&, = &n-2 + (&n-ı u n-2) 


Wir setzen 


- und erhalten 


1 
Pr h+ti-)—-PR+ht Eu.) I Bthre)dlkni—En-) | 
Somit folgt 


1 
Ty be Ty-ı er Ze [9 (&o + h + &,) p(&)] di (&-ı E &n-2) s (4) 

Es sei | 
risr, Ist, aller. | 
Dann ergibt sich | 
al Ss r, ) 
also auch j | 
NZ + El sr. 


Wegen der Stetigkeit von o’(x) im Punkt x, en es für jedes r > 0 eine 
Zahl &, mit &.— 0 für r — 0 derart, daß 


er) =P@)ise für |e-z||<2r 


ist. Daraus ergibt sich 


| In a ++) Pal <a, 
und aus (4) folgt 


1 
II» — Tail} = Alf Ir ++ E) — Pro] di En — En 
= A=*]| Er I&n-ı z= &n-el| 
und 
II&r = ill S 2 17% Zn Ta] Ss 2 14]| & Ienea — &u-2l! ie 
Für hinreichend kleines r ist _ 


l 
2 Alle <y- 
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also auch 
En — al <s 5er 1.77 &, al . 


Nun sei ||}|| = r und |& || <rfürd=1,2,...,n — 1. Dann ist 


IIEn Zum il] <;|i& 177 & ll so. - 1 II&ı &all < läll 


und 


all ++. +5) =2 ll. 
Wegen &, = 0 ist 7, = — Atop(z, + h) und 
all = 2 all = 2 all eo + Mil. 
Ferner gilt 
Po t+h=plw)+p@)hteh) mit ||| = olllhll)- 
Nun ist aber p(z,) = 0, und A liegt in 7,; folglich ist auch 


Y()h=0 
und 
9(&+h)=elh). 
Hieraus erhalten wir 
als 2 A| llell- (5) 


Für hinreichend kleines r > 0 und ||| s r ist 

ö 1 

KOlEsermlle 

Daraus gewinnen wir 
PETER: 4: 
jalsziki=gr 


und schließlich |l&,|| <r. 
Es gilt für alle n 


a Salszlan- all 


Deshalb konvergiert die Folge {&„} gegen ein Element € e E, mit |j&|| = ||R||, 
und darüber hinaus ist wegen (5) 

el = 2 ll s #l4*l| |leMll- (6) 

Entsprechend konvergieren die T, aus E,/T, gegen ein 7’ aus E,/T,, und es ist 


EeT. 
Da &,— € und 7,— T streben, geht die Gleichung (3) in 


T=T-Atpgwtht+td), 
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d.h. 
Atoo +h+&)=0 
oder 
eu +h+9)=0 
über. Demzufolge ist 
othrEeeh. 
Diesen Punkt ordnen wirxz, +he T, zu. 
Diese Ungleichung (6) zeigt, daß 
leıl = otl|%ı) 
gilt, d. h., der Abstand |[£|| von x, +heT, und dem entsprechenden Punkt 
%+h+EeM wird von höherer Ordnung klein als der Abstand ||r|| vom 
Berührungspunkt x,. 
Der Punktx = x, + # liege nun in Mi, also gelte 
Pa tu) = pa) = 0. 
Wir erhalten hieraus 


P(&o + u) — Plxo) = PR) u + (u) = 0 
mit |je(w)|| = o(||w||). Daraus folgt 


PR) u= — cu). 


Mit T bezeichnen wir die Klasse aus BT, welche « enthält. Dann ist o’(x,) % 
= AT oder AT = — g(®), woraus sich 


T=—-4Atcu), [7 s ||A| etw 


ergibt. Unter den Elementen des Raumes E,, die zu 7 gehören, sei & ein Ele- 
ment, für das f 
Ne < 2 fell < 2 la Ita) 


gilt. Da&eTundweT ist, so folgt 
u—EeT,, mtu-—EeT,: 


Diesen Punkt ordnen wirz=2, + «zu. Für den Abstand ||E]| dieser Punkte 
gewinnen wir die Abschätzung 
Ieil = ollell - 


Damit ist der Satz bewiesen. 


Im Kleinen lineare Räume. Mit dem Begriff der Tangentialmannigfaltigkeit 
steht der Begriff „im Kleinen linearer Raum“ im Zusammenhang. Er ist für 
gewisse Untersuchungen wichtig. 

Wir betrachten zwei metrische Räume X und Y, und es sei ” eine topolo- 
gische Abbildung von X auf Y. Dem Punkt ze X entspreche o(#)e Y. Die 
Abbildung @ heißt fastisometrisch im Punkt x, < X, wenn der Abstand zweier 
beliebiger Elemente x, und x, aus X mit der Entfernung ihrer Bilder in Y dureh 


23* 
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die Ungleichung 


e&,2)l—-e)=S olplzı), Pla) S 02,2%) (1-4 e) 
verknüpft ist, worin e mit o(x,, 21) + 0(&,, #5) gegen Null strebt. 


Beispiel. Es sei M eine Mannigfaltigkeit in E,, die durch y(«) = 0 gegeben ist, T',, 
die zu M gehörige lineare Tangentialmannigfaltigkeit im regulären Punkt sEeM und 
E,=T,® T;, wobei T, die Gesamtheit der Elemente } mit 9/(&,) h = 0 bedeutet. Für 
ein r > 0 ordnen wir jedem Element 


%H+h aus 7, mit |Al<r 
das Element 
otrh+Eeh aus M 


zu (s. Satz 1). Wir erhalten eine topologische Abbildung x der Umgebung des Punktes x, 
in T,, auf eine Umgebung von x, in M. 

Die Abbildung x ist fast isometrisch in x, € 7’, (oder sec M). Denn sind 2,2 € T,. 
%;=% +, \h| Zr, dann gehört zu x, der Punkt ya) =. +1 +&hh)EM, zu 
%, der Punkt x) = + he + &h,)e M. 

Es ist 


x) — 2@) = hr — hr + [E(h,) &(he)] » 
woraus sich 


hy — Rz — IE) — Eh) S Iran) — Ka) S Ihr — Aal + Eh) — Ehe) (M) 


ergibt. Die Funktion &{h) hat eine stetige Ableitung &’(h) mit &°(0) = 0. Darum ist für 
A| &r die Norm ||&’(h)|| < &,, wobei &, > 0 geht für r—0. 


Ferner gilt 
1 
II&h,) — &(hd)il = | J &(h, + t(h, — he)) di (hy — he) 
1 e 
SIE (a + tlh, — Bo) dE Ih — Rail. 

Ist 

Al + Ill r, 
so sind 


Alsr; IRllsr; 
für 0O<St<1 gilt folglich 
1%, +t(h—-h)lsr 
und demnach 


Eh) — &Ad)l| = &r | — hell. 
Deshalb wird aus (7) 


a — all — &) S |Ixla) — KEN S ie — all Er). 


Damit ist bewiesen, daß unsere Abbildung fastisometrisch ist. 

Wir definieren nun den im Kleinen linearen Raum. 

Gegeben ist ein metrischer Raum X. Wenn jede hinreichend kleine Umgebung 
eines Punktes x € X fast isometrisch auf eine Umgebung von 0 eines BAnAcH- 
Raumes abgebildet werden kann, dann heißt X im Kleinen linear. 

Das vorhergehende Beispiel zeigt, daß in einem BavacH-Raum jede Mannig- 
faltigkeit, deren sämtliche Punkte regulär sind, einen im Kleinen linearen 
Raum bildet. 
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Man kann den Begriff des Differentials auf Funktionen ausdehnen, die auf 
solchen Räumen definiert sind. Die Räume der zulässigen Funktionen bei 
verschiedenen klassischen Variationsaufgaben sind im Kleinen linear. Die 
Variationen der dort betrachteten Funktionale sind Differentiale von Funktio- 
nen in im Kleinen linearen Bäumen. 


$ 11. Extrema 


Wir bringen nun Anwendungen aus der Variationsrechnung. f(x) sei ein im 
Baum E definiertes Funktional. f(x) besitzt in z,€ E ein Minimum (bzw. 
Maximum), wenn für alle Punkte einer Umgebung von z,f(@) = f(x,) (bzw. 
fa) = fizo)) ist. Minima und Maxima heißen Extrema. 


Satz 1. Hat das Funktional f(x) in x, ein Exiremum und ist es in x, differen- 
zierbar (df(x,, h) = f’(xo) k), dann gilt [’(x,) = 0, d. h., es ist df{x,, h) = 0 für alle 
heE 

Beweis. Zunächst ist 


fia)h = Ela +thl=o 


F(&, + th) ist aber eine Funktion von t, ihre Werte sind reell und für t= 0 
nimmt sie ein Extremum an; darum gilt 


dfla,h) = Pa) = If + thin —0. 


Weil h ein beliebiges Element aus E, war, ist das Gewünschte gezeigt. 

Wir untersuchen jetzt Extrema mit Nebenbedingungen. o(x) sei eine Funk- 
tion, die auf Z, definiert ist und deren Wertevorrat in E, liegt. Außerdem sei 
f(x) ein auf E, definiertes Funktional. 

tx) besitzt in x, mit p(&,) = 0 ein Minimum (bzw. Maximum) mit der Neben- 
bedingung ‘p(x) = 0, wenn f(x) = f(x,) (bzw. f(x) <flx,)) ist für alle « einer 
Umgebung von x,, für die (x) = 0 gilt. 


Satz 2. Wenn f(x) in x, ein Minimum unter der Bedingung p2) = 0 hat, 
und x, ein regulärer Punkt der Mannigfaltigkeit (x) = 0 ist, dann existiert ein. 
lineares Funktional I, das auf E, definiert ist, und zwar so, daß für das Funktional 


Fa) = fi) — I pl) 


Fx)=0, d.h. dF(x,h) = 0 


gilt 


für jedes he E,. 
Beweis. Wir zeigen zunächst, daß Fo h) = 0 ist für alle h aus To. An- 
genommen, es wäre 
het, und dfa,h)=c#0. 


Für jedes t entspricht dem Punkt ©, +ih nach Satz 2 aus $10 ein Punkt 
% +th-+ uff) der Mannigfaltigkeit p(x) = 0 mit ||uft)|| = oft A]}). 
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Nach Definition des Differentials erhalten wir 


Fo tih ru) = Fa) + Aa Eh + u) + oft) 
= fa) + P@o) Eh + Fo) ui) + oe) 
= fx) + et + F&o) ul) + oft). 
Für t— 0 wird f(&,) u(t) + w(f) von höherer Ordnung Null als c#. Deshalb 
stimmt das Vorzeichen der Differenz 
F(@o + th + ul) — Sao) 


mit dem von c t überein, so daß t und diese Differenz gleichzeitig ihr Vorzeichen 
wechseln. Dann kann aber x nicht Stelle eines Extremums von f(x) sein. 
Folglich ist die Annahme c == 0 falsch. 

Unter der Voraussetzungen des Satzes gilt also 


df(&o h) =0 
für alle a mit @’/(&,)h=0,d.h. 
do(z,h)=0. 


Daraus folgt 
df(xo; hı) = df(&o, Re) » 
wenn h, und h, derselben Nebenklasse T’e E,/T, angehören. Wir führen das 


Funktional 
x(T) = df(z,, h) 


ein, wobei h beliebig aus T' ist. Es ist 
| = Ida h)| = \feo) hl < |F@o)ll RN: 
und durch Übergang zur unteren Grenze für alle he 7 gewinnen wir 
m) <|F@ol TI - 
Infolgedessen ist y(T) ein lineares Funktional auf E,/T',. Andersereits gilt 
T-pe@)lty;, 
dabei ist y ein Element aus E, mit o’(x,)h = yfüralleh e 7 (s. 8.344). Es folgt 
df(z,, h) = xT) = {ro} = WW). 

Wegen y = p’(a,) h = do(z,, h) ist 

df(&o, k) = Hdpfz, h)]- 


Setzen wir 


Fa) = fi®) — Hpl®)] » 


dF(x,h) = 0 


so ergibt sich 


für alle he HE, g.e.d. 
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Beispiel. Eine isoperimetrische Aufgabe. Wir wollen ein Extremum des Funktionals 
f(x) unter den Bedingungen 9,(2,)=0,7=1,2,...,n, suchen. f, 9; seien auf E definierte 
Funktionale. Wir sehen die p; als Komponenten eines n-dimensionalen Vektors® an 
und bezeichnen mit 9x) den Vektor mit den Komponenten 9,2), i=1,2,...,n. Es 
liege im Punkt x, € E ein Extremum vor. Nach Satz 2 gibt es ein lineares Funktional I! 
derart, daß für Fix) = f{x) — Y(z)] dF(x,, h) = 0 ist. Im n-dimensionalen Raum der 
Vektoren @ ist jedoch 


N 
Ip) = >= AP; 
i=1l 
dabei sind die A; Konstanten. Daraus folgt 
N 
Fa) = fi@) 4 Pla). 
ins 
Also gilt im Punkt x, 
N 
Ta) = Erpka) = 0. 
= 


Wir sind so zu der Regel für die Laarınezschen Multiplikatoren gekommen. 


ANHANG 


I. Die Klassen L,p>1 


Man sagt, eine auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] definierte und meß- 
bare Funktion x(f) gehöre zur Klasse L, |0, 1], wenn 


n. zt)P d < oo 
) 


ist. Das Integral wird im Luszseunschen Sinne aufgefaßt; p bedeutet eine 
positive Zahl. 

Im folgenden nehmen wirp =1an. Ist p =1, so handelt es sich um die 
Klasse der integrablen Funktionen, sie wird mit L[0, 1] bezeichnet. - 

Ist x(t) e L,[0,1] und y(f) e Z„[0, 1], so ist auch 


z{) + yeah) e ,[0, 1]. 
Für beliebige Zahlen a und b silt 
a + 5] < jel + Bl. 
Wir untersuchen 2 Fälle: 
1. Ist |a| > ||, dann folgt 
a +5] <2|«] 


und 
ja +5 < 2 ap < 2r(lap + Ib. 


2. Ist |b| > lal, dann gilt 
ja + Dr < 2r [or <2r (ap + Pr. 


Also ist stets 
ja + 2fe < 2° (lapp + |bP. 


Wir setzen nın a=«{f), b=y(f) und erhalten 


et) + ya)P < 2 (let) + Iyi)P) - 
Weil 


leo dt <co und Flo dt < oo 
m 0 
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ist, gilt auch 
1 
S Iatı) + zu)? de < 00, 
0 


g.2.d. 
Gegeben sei die Menge ‘der Zahlenfolgen x = {&;} mit 


2 [&; |? <o0. 


Wir bezeichnen diese Menge mit l,. Wie im vorhergehenden Falle überzeugen 
wir uns davon, daß auch= + yel, ist, wenn el, und yel, sind. Das heißt, 
wenn 


x = {&} > ze {m} B Bn [&1? <oo und Bi Au <o0 


vorausgesetzt werden, folgt 
Bi [&ı +nP <m@. 


Die HöLpersehe Ungleichung. Bei vielen Untersuchungen wird die SCHWARZ- 
sche Ungleichung verwendet. Wir beweisen anschließend eine Verallgemeine- 
rung dieser Ungleichung, die von HöLDER stammt. 

Wir betrachten die Funktin = mit a>0. Esist 7’ =aM"!>0 für 
t>0 und somit 7 = * eine wachsende Funktion für positive t. Für diese t 
ist die eindeutige Funktion t = t"* definiert. 


Ti 


oe 


1) & 7 
Abb. 6 


Wir stellen die Funktion 7 = {* graphisch dar, wählen zwei reelle positive 
Zahlen € und n, markieren die ihnen entsprechenden Punkte auf der t- bzw. 
t-Achse und ziehen durch diese Punkte achsenparallele Geraden. 

Wir erhalten zwei krummlinig begrenzte „Dreiecke“ (Abb. 6), deren Flächen- 
inhalte durch 


—+l1l 
&s+1 d Ss Fo 
ı = 3 un = 
a+l - Seen 
& 
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gegeben sind. Andererseits ist klar, daß 
8 + 8, > & N 
gilt, und es steht nur für n = &* das Gleichheitszeichen. So ergibt sich 


ı 
Wir stzena+-1=p und a 1=g. Dann sind p und q durch 
1 
? 


verknüpft. Solche Zahlen p und g heißen zueinander konjugiert. Offenbar ist 
fürp >1lauch q> 1. Wir erhalten somit für beliebige & und 7 und für alle 
Paare konjugierter Zahlen p und q 


a 


eg 
Wir nehmen Funktionen x{f) e L,[0; 1] und y(t) e Z,[0, 1] und setzen 
lxte)l se) 


(2) 


E=-.,  ., bew Ne... 
(i Iate) IP a)” | (F MOL a)" 

6 ö 

Wenn wir diese Größen in (2) einführen, finden wir 
el Eee yadı? 


4 


1 F 1 — 1 ' 1 . 
(} oa)” vaoleae) pfietora a] wurede 


Auf der rechten Seite stehen integrable Funktionen. Also ist auch die linke 
Seite der Gleichung integrabel. Wir integrieren und erhalten 


| N BOTRTONE 


et 
(/ jz(1) 1? a)” (J ea)" pe 


oder 
1 


1 1 , Yp / 1 q 
J |x(2) yii)| di < | S ei? a) | EN vi]? a) i (3) 


Dies ist die HöLpursche Ungleichung für Integrale. Für den Spezialfalp=q—= 2 
stellt sie die Schwarzsche Ungleichung dar. 
Es seinunx=[{[&}, y= {m} mit wel, yel,. Wir setzen in die Unglei- 
chung (2) 
El Inst 


E= — — ——- und are 


oo / 7 © ife 
( Fe)” | we I) 5 


i | 
„+71 a) 
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ein. Dann erhalten wir 
a Inil = IE? In:1? 
(£ Lie j 2 > in) rar a & me 


Wenn wir über ö |summieren, gewinnen wir die HÖLDERsche Ungleichung für 


Summen 


& > Ip [© 1/g ; 
Zenis(Zer) (Ein). we 


Für 9=g= 2 geht sie in die Schwarzsche Ungleichung für Summen über. 
Die Miınkowskische Ungleichung. Gehören x({t) und y) dem Raum L,[0,1] 
an, dann gilt die Minkowskische Ungleichung 


ip 1 1/p 
(10 + y6) ra) <(J »opra)” El var a) (5) 


Zum Beweis erwähnen wir zunächst: 
Ist z(t) e L,[0, 1], so ist |2(t)P”! e Z,[0, 1]. Es ist nämlich 


@-n- 
(pe "= EP. 
Daraus ergibt sich aber, daß (|z(f) = !}7 eine integrable Funktion ist. 
Wir untersuchen nun 


i x) + vi) di. 
Durch zweimalige Anwendung der HöLnzrschen Ungleichung auf die Funk- 


tionen |x({f) + y{h)P! e Z,[0, 1] und x(t) e Z,[0, 1] bzw. y(f) e Z,[0, 1] erhalten 
wir 


i 
A jet) + yo]? di 
xt) + yo" et] de + ei let) + sp" IyQ)| di 
1 8) + yayle=»a a)" (Fir a)” 

1 1/p 
+ (Fr + wor wear)" (Final 
1/q 1 1/p 1 1 

— (} f at) + yi))? a) ( ai xt)? a) + | Sf Iy()|? a) ] i 


Wir dividieren beide Seiten durch 
1 1/g 
| Sit + vor a) 


und beachten, daß 1 — ” =- 
' Ungleichung (5) für Integrale gefunden. , 


IA 
Fe 


ist. Damit haben wir die Minkowskische 
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Nun seien x = {&,} el, und y= {m} el,. Wir beweisen 


lip U 


© 1/p © © Do 
(& &-+ a) < (£ kr) + (2 1) i (6) 
i= i= i=1 
Entsprechend wie im ersten Falle zeigen wir, daß aus z= {&,} el, 
{ap}, 


folgt. 
Wir untersuchen 


& [& + m]? . 


Durch zweimalige Anwendung der HötLperschen Ungleichung auf die Folgen 
{& + mP'}el, und {&,} el, bzw. {m} el, gewinnen wir 


z [& + nl? =2 [& = np! [&l u & + nl! mi! 


© 1/q © 1p © 1/p 
s( Kt ne) (& kr) +(£ 23 


© 1/q oo 1/2 x 1/p 
<(&&+nr) (Ser) +(Z mr)”. 


Wenn wir beide Seiten durch 


x 1/p 
(£ + a) 


“ 


dividieren und beachten, daß 1 — ist, finden wir die MINKowskıische 


1 
2 


Er 
a 
Ungleichung (6) für Summen. 

Zum Abschluß bemerken wir, daß das Gleichheitszeichen in den Formeln (5) 


und (6) nur dann gilt, wenn fast überall auf [0,1] 


y) = keit) mit k>0 
bzw. wenn 
mm=ke, mit k>0 für 1,29, 
ist. 
Alle erhaltenen Ungleichungen lassen sich leicht auf Funktionen von meh- 
reren unabhängigen Variablen übertragen. 


U. Die Stetigkeit im Mittel in der Funktionenklasse L,(G) 


Wir bezeichnen mit L,(@) die Klasse der Funktionen (x, y), die in einem 
. ebenen Gebiet @ definiert sind und integrable p-te Potenzen, » > 1, besitzen. 
In L,(@) kann eine Norm eingeführt werden: 


Ip|| = (SS IorI de Ay"? . 
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Die Eigenschaften der Klassen und Räume Z/,[0, 1], die HöLpersche und die 
Minkowskısche Ungleichung, die Vollständigkeit usw. übertragen sich un- 
mittelbar auf L,(@). 

Wir beweisen einen Satz, der gewöhnlich nicht in den Lehrbüchern über 
Funktionen einer reellen Veränderlichen behandelt wird. 

Satz. Eine beliebige Funktion la, y) € L,(@) ist im Mittel stetig, d. h., für 
jedes e > 0 gibt es ein ö > 0 mü 


u o(& + h,y + k) — pla, y)|? de ayyır 2 


für Yh +2 <6. 

Dabei setzen wir, falls (x + h, y + k) außerhalb des Gebietes @ liegt, o(< + h, 
y+k,=0. 

H, sei der Randstreifen, der aus den Punkten des Bereiches @ besteht, die 
vom Rand nicht weiter als og entfernt sind, und weiter sei G, = G\H = 

Wir werden o so klein wählen, daß mes (H,) <n wird, wobei 7 eine vor- 
gegebene positive Zahl ist (der Rand des Bereichs @ soll genügend glatt sein). 
Da auf @, die Funktion plz, y) € L,(@,) integrabel ist, gibt es nach dem Satz 
von Lusın eine abgeschlossene Menge F}c @, so daß auf F, die Funktion 
o(z, y) stetig und mes (G,\F!) <n ist. Dabei wird offenbar mes (G\F,) <2n- 

h und k mögen der Bedingung yh? +k?2 <o genügen. Für feste, dieser 
Bedingung genügende h und %k bezeichnen wir mit F7 die Menge aller Punkte 
(«—h,y— k) mit (x, y) e P,. Es ist F) c @, und die Menge F, ist abgeschlos- 
sen, da sie aus F, durch Verschiebung um den Vektor I=(—h, —k) entsteht. 
Es gilt mes (P}) = mes (F}). Deshalb ist auch mes (AP) <2n. 

Schließlich sei F,= Fu N F7. Dann ist F, eine abgeschlossene Menge und 
die Funktion o(x, y) auf ihr stetig und damit gleichmäßig stetig. Außerdem gilt 


mes (G\F,) = mes ((G\F}) U (A\F7) < mes (G\F,) + mes (AFP) <4#n. 


Wir wählen 7 nun so klein, daß bei gegebenem & > 0 


(l Fipte, nr)” er 2 ) 


wird, wenn &c@ und mes (EZ) <4n ist. 
Wir schätzen das Integral ’ 


([ee@+hy+ k) — gle, Y)l? de day? 
"ab.. Es ist 
en p(&+h,y + k) — pa, y)P de au 


< ([JSo@+ My +h) — pa, y)R da dyj'r 
Hl Ip (x See y+ kp dx a 

AFn B 
+ (SS Ipte nr da an)" 

AFn & 
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und wegen (1) 


1/p Up 8 & € 
Ha o(® + hy + kPa) Sf lo(z, a de) <I+7=>: 


Gay AFn 
(2) 
Wir wählen weiter ö <o so klein, daß für yh? + k2 <ö gleichmäßig auf F 


p@+h,y-+k) — ol, y)| ea 
ist. Dann gilt 
1 
([[pesnu+n-manraa)<z. @) 
Fr 
Aus (2) und (3) folgt 
([et@+ hy + — Ha HP dada)? <e. 


wenn yh? + k2<ö ist. Der Satz ist damit bewiesen. 


III. Der Satz von BoLyAi-BRouwER 


Wir beweisen hier den ‚bekannten Satz von BoLYAI-BROUWER über die 
Existenz eines Fixpunktes bei einer stetigen Abbildung eines abgeschlossenen 


 konvexen Körpers des n-dimensionalen euklidischen Raumes in sich. Dieser 


Satz findet in der Funktionalanalysis breite Anwendung beim Existenzbeweis 
für Lösungen von ÖOperatorgleichungen. Da alle abgeschlossenen konvexen 
Körper des n-dimensionalen euklidischen Raumes einander homöomorph sind, 
genügt es, den Satz von BoLYAI-BROUWER für eine stetige Abbildung eines 
n-dimensionalen Simplex in sich nachzuweisen.!) Wir führen hier den Beweis 
nach KNnASTER, KURATOWSKI und MAZURKIEWITSCH. 

Wir betrachten ein n-dimensionales Simplex s, und bezeichnen mit 2,%,...,%n 
seine Ecken. Einen beliebigen k-dimensionalen Rand des Simplexes (O<k<n) 
bezeichnen wir mit (&,, %, - - -, %,), wobei z,,m=0,1,...,%k, die Gesamtheit 
der Ecken dieses Randes ist. Das Simplex s, möge in Simplexe s zerfallen. 
Jeder Ecke x der Simplexe s ordnen wir eine Zahl o(x) auf folgende Weise zu. 

‘Wir betrachten denjenigen Rand des Grundsimplexes s,, der die niedrigste 
Dimension hat und den Punkt x enthält. Es möge dies der Rand (,, &,, . . -, %,) 
sein. Die Zahlo(x) setzen wir gleich einem der Indizes i,i,...,i.. Wenn 
beispielsweise x mit einer Ecke x, des Simplexes s, zusammenfällt, so wird. 
oz) = 1; liegt x auf dem eindimensionalen Rand (x,, x,) und fällt es nicht mit 
einer von dessen Ecken zusammen, so können wir o(x) gleich ö oder j setzen 
usw. Liegt « schließlich im Innern von s, (gehört also nicht zu einem k-dimen- 
sionalen Rand, k=0,1,...,”» —1), so kann o(z) gleich einer der n+1 
Zahlen 0,1,...,n gesetzt werden. Wir nennen o(x) eine.normale Eckenfunktion. 


!) Zu den hier vorkommenden topologischen Begriffen s. [30]. 
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Ein Simplex s unserer Zerlegung heißt repräsentativ, wenn seinen Ecken die 
nr + 1 verschiedenen Zahlen 0,1,..., rn zugeordnet sind. i 

In Abb. 7 zeigt die Zerlegung eines zweidimensionalen Simplexes mit einer 
entsprechenden Zuordnung der Zahlen 0,1,2 zu den Ecken der Teilsimplexe. 
Das schraffierte Dreieck ist ein repräsentatives Simplex. 

Hilfssatz 1 (Srurwer). Zu einer beliebigen Simplexzerlegung von s, und 
einer beliebigen, auf den Ecken der Zerlegungssimplexe gegebenen normalen 
Eckenfunktion existieren immer repräsentative Simplexe, und zwar in einer 
ungeraden Anzahl. 


Abb. 7 


Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion. Für den Fall n = 0, wo 
das Simplex aus einem Punkt besteht, ist der Satz trivial. Der Satz sei für 
n — 1 Dimensionen bewiesen, wir beweisen ihn für n Dimensionen. 

Gegeben ist also eine Simplexzerlegung des n-dimensionalen Simplex s,; auf 
den Ecken x der Simplexe s der Zerlegung ist eine normale Eckenfunktion o(x) 
erklärt. Wir nennen einen (n — 1)-dimensionalen Rand der Simplexe der Zer- 
legung, bei dem auf n Ecken die Funktion p(x) die Werte 0,1,...,n» —1 
- annimmt, einen (n — 1)-dimensionalen repräsentativen Rand. Die Anzahl der 
(nr — 1)-dimensionalen repräsentativen Ränder eines Simplexess der Zer- 
legung bezeichnen wir mit a(s). 

Es sind drei Fälle möglich. 

1. Die Funktion g(x) nimmt auf den Ecken eines Simplexes s, alle » + 1 
Werte 0,1,2,...,n an, d.h., s, ist ein repräsentatives Simplex und enthält 
einen eindeutigen repräsentativen (n — 1)-dimensionalen Rand und zwar gegen- 
über der Ecke, für die o(x) = r ist. Hieraus folgt a(s,) = 1 und 


2 als) = On; M) 


P„ ist die Anzahl der n-dimensionalen repräsentativen Simplexe (auf der linken 
Seite der Gleichung wird über alle repräsentativen. Simplexe summiert). 

2. Die Funktion p(x) nimmt auf den Ecken eines nichtrepräsentativen Sim- 
plexes s, die n Werte 0,1,2,...,2 — lan. Einen dieser Werte muß sie zwei- 
mal annehmen. Folglich besitzt s, zwei repräsentative (n — 1)-dimensionale 
Ränder, &(s) = 2. 
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3. Die. Funktion g(x) läßt auf den Eeken eines cn s; einen der 
Werte 0,1,2,...,n — 1 aus; folglich ist a(s) = 0. 
Hieraus 
SZ oals) = 3 a(sı) (mod 2). (2) 


Die linke Summe erstreckt sich über alle »-dimensionalen Simplexe s der 
Zerlegung, die rechte über die repräsentativen n-dimensionalen Simplexe s, 
dieser Zerlegung. 

Wir führen eine andere Zählung der (n — 1)- dimensionalen repräsentativen 
Ränder durch. Zwei Fälle sind möglich. 

1. Der repräsentative Rand fällt in das Innere des Grundsimplexes s,; er 
ist der gemeinsame Rand zweier Simplexe der Zerlegung, und in der Summe 
3 «(s) zählen wir ihn zweimal. 

2. Der repräsentative Rand fällt auf die Begrenzung von s,. Aus der Defi- 
nition dieses Randes und der Funktion @(x) folgt, daß er sich nur auf dem 


(nr — 1)-dimensionalen Rand (x, 21, . . -, %,.1). des Grundsimplexes befinden 
kann. Wir bezeichnen mit e0„_ı die Anzahl der (n — 1)-dimensionalen zu 
(2 #1 - - -, %,-1) gehörigen repräsentativen Ränder. 


Wir bekommen 
Zel)ZMm-ı (mod2). (8) 
Aus (1), (2) und (3) folgt 
RZ=m-ı  (mod2). 


Für die (n — 1)-dimensionalen Simplexe galt der Hilfssatz als bewiesen, Be 
ist ungerade, folglich ist auch o„ ungerade und deshalb von Null verschieden. 
Der Hilfssatz ist damit vollständig bewiesen. 


Hilfssatz 2. Das Simplex s, werde von n +1 abgeschlossenen Mengen 
Fo Fi.» ., #% derart überdeckt, daß jeder k-dimensionale Rand (®;;, %, - - -» %,) 
von den Me engen F,, F;, - - :, Fi, überdeckt wird. Dann existiert in s, ein Punkt, 
der allen n +1 Mengen F,i=0,1,...,n, angehört. 

Wir führen eine Simplexzerlegung. von s, durch. Auf den Ecken x der Zer- 
legungssimplexe definieren wir folgende Funktion @(x): Wir. betrachten den 
Rand (%,,%,,..,%) O0 Sk=sn, mit der kleinsten Dimension, der den 
Punkt x umfaßt. Dieser Punkt fällt in eine der Mengen F,, F;,.- ., Fi» die 
(%p - - 5%) Üüberdecken. : Wir setzen @(&) gleich dem Index jener Menge, 
die x enthält (oder gleich einem beliebigen solchen Index, wenn der Punkt in 
mehreren der Mengen F,,F;,.. -, Fi, Gegt). p(x) ist dann eine normale 
Eckenfunktion. 

Auf Grund des Hilfssatzes von SPERNER muß unter,den Simplexen unserer 
Zerlegung ein repräsentatives Simplex s, vorkommen. Auf seinen Ecken x 
nimmt die. Funktion o(x) alle n +1 Werte 0,1,...,n an, d.h., die Ecken 
von. s; gehören n +1 verschiedenen Mengen F,; an. 

Wir. werden Simplexzerlegungen in immer kleiner werdende Simplexe vor- 
nehmen. Die Durchmesser der Simplexe der m-ten Zerlegung mögen nicht 
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größer als ö,„ sein, wo d6,— 0 für m — oo strebt. Wir betrachten die Folge 
der repräsentativen Simplexze s,, 83, - - -, Sm, . . . der ersten, zweiten, ..., m-ten,.... 
Zerlegung. Infolge der Kompaktheit von s, hat die Menge der Ecken der Sim- 
plexe s„, einen Häufungspunkt x*. Wir wählen ein beliebiges ö > 0 und be- 
trachten die Simplexe s,„, für die 6, < : ist. In die Kugel vom Radius > mit 
dem Mittelpunkt in «* fällt mindestens eine Ecke eines Simplexes s,, folglich 
liegen in der Kugel vom Radius ö um x* alle n + 1 Ecken dieses Simplexes. 


Da die Ecken von s„ den an + 1 verschiedenen Mengen FF .. ., F„ ange- 
hören, gibt es in einer beliebigen ö-Umgebung von x* Punkte aller Mengen F,, 


‘= 0,1,...,n. Mithin ist x* ein Häufungspunkt für alle F;; da die F, abge-. 


schlossen sind, gehört x* allen F,:=0,1,...,n, an. 

‚Der Satz von BoLyAI-BRoUwER. Zu jeder Abbildung f(x) eines n-dimen- 
sionalen Simplewxes s in sich existiert ein Fiepunkt, d.h. ein Punkt x* e s derart, 
daß : 

flx*) = x* 
ist. 
Wir führen auf s baryzentrische Koordinaten ein: 


N 
YKoHı ++» Hnn a eb: 
# d= 
Für die Punkte von s sind alle u; > 0. Der Punkt lg Un. - Um) € Ss möge 
bei der Abbildung f in den Punkt yo, v1. .,9) €8, y = f(«), übergehen. 
Rn 
Wiederum it Yv; = 1,1, 20,i=1,2,...,n. Der Punkt z(u,, tı - - -; Hn) 


i=0 
liege auf dem Rand (,,2,,...,2,), 0 <k=<n. Die Koordinaten u, des 
Punktes x sind für J + ii, in - - -, % gleich Null. 

Wegen 


R Rn 
lu +m + tm Inu tn tr tm 
i=0 


ist die gleichzeitige Erfüllung der Ungleichungen 
Ma <rp ki, <Iipen Ai, <a 
nieht möglich, und für mindestens eine Koordinate gilt 
Zr, - 
Bezeichnet F, die Menge aller Punkte, für die die Koordinate u, bei der Ab- 


bildung f nicht wächst, so wird also jeder Punkt x des Randes (@;, &;, - - -,%) 
von einer der Mengen F;, P;, - - -, Fi, überdeckt. 

Die Mengen F, genügen allen Voraussetzungen des vorangehenden Hilfs- 
satzes.1) Deshalb existiert auf s ein Punkt x*(u%, u", - . ., 4%), der allen diesen 


Mengen angehört. Keine der Koordinaten u”; vergrößert sich bei der Abbil- 


!) Die Abgeschlossenheit der F; folgt aus der Stetigkeit von f. 


24 Ljusternik/Sobolew, Funktionalanalysis 
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dung f, und bei f(x*) = y*},v%,...,v%) wird 
ur Zvt, i=0,1,...,n. (4) 
Aus (4) und den Eigenschaften der baryzentrischen Koordinaten folgt 


1- S pt2 Dil. (8) 
Aus (4) und (5) ergibt sich 
wE—nnE, i=0,1.:..,#%, 
d.h. f{e*) = x*, und demnach ist x* ein Fixpunkt der Abbildung. 
Der Satz von BoLYAI-BRoUWER ist hiermit bewiesen. 
Folgerung. Eine stetige Abbildung eines beschränkten abgeschlossenen kon- 
vexen Körpers 8 des n-dimensionalen BANACH- ‚Raumes E in sich besitzt einen 


Fispunkt. 
Es sei e&,, &,. . ., €, eine Basis in Z. Dem Element 


sh tt ten 


ordnen wir den Punkt 

N 
zu, wobei E, ein n-dimensionaler euklidischer Raum ist. Diese Zuordnung 
ist isometrisch und isomorph und führt eine abgeschlossene konvexe Menge 
ScE in eine abgeschlossene konvexe Menge Sc En über. f sei eine Be 
Abbildung von 8 in sich. 
:_ Dann ist f= = pfp! eine stetige Abbildung von S in sich. Nach dem Satz 
von BoLYAI-BROUWER existiert ein Fixpunkt &* dieser Abbildung: 


pfp4a*,=r* 
Dann aber ist 


FPer@H) = pa, 
und 2@* = go1&*) ist ein Fixpunkt der Abbildung f. 


IV. Definitionen der n-ten Ableitung einer Funktion von reellen Variablen 


Es gibt zwei Definitionen für die n-te Ableitung einer Funktion x{t) im 
Punkt t. 
1. Wir führen die Bezeichnung 


nun Eee ()eferte-2)e) 


ein und nennen ö4,(6) eine zentrale en n-ter Ordnung von. x{t). Dann sei 
ft) = Nm nr an - Öelt) 


unter der Voranastzung: daß dieser Limes existiert. 
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Geht die rechte Seite dieser Gleichung auf dem Intervall a <i< 5 gleich- 
mäßig gegen x”(t), so heißt z(”(t) gleichmäßige Differenzenableitung n-ter Ord- 
NUng. 

2. Wir erklären nun die n-te Ableitung der Funktion x(f) und bezeichnen 
sie mit z%t),. z®(t), ist durch n-maliges sukzessives Differenzieren der Funk- 
tion x(t) definiert, vorausgesetzt, daß alle vorhergehenden Ableitungen «’(t),, 
Od). .,2®Pti), in einer Umgebung des Punktesi existieren. 

xt), sei auf dem Intervalla sts b definiert und für diese i stetig. Dann 
existiert auch =°%(f), und es gilt 


2) = Rt), 


Wie man sofort erkennt, ist 


1 
ar ut) = a +9 A, 5 <9<z 


Da für At— 0 die rechte Seite as, gegen x ”t), strebt, folgt: 


2 = en rl) = Et). 


Im (app 


Man kann auch die ee Aus der Existenz der stetigen gleich- 
mäßigen Differenzenableitung x!”(t) in einem: abgeschlossenen Intervall folgt 
die Existenz der n-ten Ableitung x'”(t),, und es gilt 

ar), = EN). 


Wir führen den Beweis für » = 2 durch. Die Funktion x(f) habe auf dem 
Intervall [0, 1] eine stetige zweite Differenzenableitung x’(f). Durch 


ni J® 7) de de, 


führen wir eine Funktion y(f) ein. 
Die zweite Ableitung y’(t), ist gleich dem ‚Integranden x’(t).. Weil aber 
y'(t) = x”(t) stetig ist, gilt nach dem Vorhergehenden : 


Yo =y. 
Also ist 


Ye) - = 0. 
Wir zeigen nun, daß die Differenz a{f) = y(f) — x{l) nur linear in t sein kann: 
2) =yl) Hardt. 
Da die Funktion y(f) + @ + bi die zweite Ableitung y’’(t), = x”(t), besitzt, ist 
=). 
Für das Intervall [0, 1] gelte also a’”(t) = 0. Wir setzen 
aut) = al — {atO) + alt) — atO)11} 
Es ist (0) = a,(1) = 0 und alt) = 0. 
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e sei eine beliebige positive Zahl. Wir betrachten die Funktion 
Bi) = alt) Lei: 
Wegen (e2)’ = 22 > 0ist ß’(t)=2e2>0. Für0 <t<1ergibt sich ft) < e. 
Wäre für ein ie [0,1] doch f(f) > &, so wäre das Maximum von ß(t) größer 
als &. Da aber $(0) = 0 und (1) = e ist, wird dieses Maximum für einen inneren 
Punkt ti, von [0,1] angenommen. In ti, ist die zweite zentrale Differenz 


ABl) — ß (do + At) we 2 Bo) + ß (Es u At) 0, 
Bio) = B (io + A) 


A® At Bit) 
(de)? 


weil 


gilt. Hieraus folgt 


B”’(60) = lim <o0, 


AO 


und damit haben wir einen Widerspruch zu ß”(t,) > e> 0 erhalten. 
Infolgedessen ist 
pH Se für 0si=sl. 


Dann ist für 0 <t <1 aber auch 
= —-Eer<Pph)<se. 
Analog beweist man die Gültigkeit der Ungleichung 


ul) —eE. 
Also erhalten wir für ein beliebiges & (e > 0) 
—E<al)Sse. 
Daraus folgt 
al) = 0 


und schließlich 
at) = &(0) + [all) — a(O)]t=a-+t bt, 

q.e.d. 

Für eine Funktion x{t,, ...,t„) von n reellen Veränderlichen setzen wir 
He... al + - +5 in) = . P2 $ (— A CT, Tg. .,Tn) - 

Unslaseusik 

Dabei ist, = 4, + Atfüri =, to, . . ., und; = t; für die übrigen ;; die 
Summe wird über alle Untermengen (i,, i,, . . .,i,) von (1,2,...,n) erstreckt, 
für de OS, <<... sh enist. 

Zum Abschluß beweisen wir, daß dann die Gleichung 


Ae..ndt &(h, bo, DE 179) , 
8° Ä : 
— (Ay l Zn zit +9 Ab... + 9 A8).. | (1) 
gilt, Die 0, sind Zahlen zwischen O0 und 1. in 


Wir beweisen (1) durch Induktion. Für » = 1 führt (6) auf den Mittelwert- 
satz. Angenommen, (1) wäre richtig für partielle Differenzen (n — 1)-ter Ord- 


IV. Definitionen der r-ten Ableitung 


nung. Es gilt dann 
Ak im At (bi: dar - - - > En) 
= N tan lin + A 0) 


n—l 
= errechnen) 


ö 
= 4t En Artnr (ki, dt Br At, wre | 
1 
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2) 


(dies gewinnt man durch Anwendung des Mittelwertsatzes). Auf Grund der 


Induktionsannahme ergibt sich aber 


Seele) 
ö [7] 
= 1: u Er +9,Ab,.., + 9,4)... Kay ; 


Daraus und aus (2). folst (1). 
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